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Peatiikk 1. Keeled ja grammatikad

Definitsioon 1.1. Naturaalarvudeks nimetame mittenegatiivseid téaisarve. Natu-
raalarvude hulka {0, 1,2,...} tdhistame stimboliga N.

Definitsioon 1.2. Tdhestik (alfabeet) on suvaline mittetiihi 16plik hulk. Tahestiku
elemente nimetatakse simboliteks.

Definitsioon 1.3. String (séna) téhestikus ¥ on 16plik siimbolite jada, kus iga siimbol
kuulub hulka 3.

Definitsioon 1.4. T'ihi string on string, mis ei sisalda iihtegi siimbolit (t&histus €).
Definitsioon 1.5. Tdhestiku ¥ kéikide stringide hulka téhistatakse ¥*.
Definitsioon 1.6. Tdhestiku 3 koikide mittetiihjade stringide hulka tidhistatakse 7.

Definitsioon 1.7. Kui L C ¥*| siis L on keel (ehk formaalne keel) téhestikus 3.
Kuna keeled on hulgad, siis on defineeritud kahe keele iihend, iihisosa ja hulgateoreeti-
line vahe (kasutame tahistusi Ly U Lo, L1 N Loy, Ly — Ly = {w € Ly | w & Lo}).

Definitsioon 1.8. Olgu L C *. Siis keelt ¥* — L nimetatakse keele L tdiendiks (com-
plement) téhestiku ¥ suhtes. Kui on selge, millist tdhestikku vaadeldakse, siis 6eldakse
lihtsalt, et ¥X* — L on keele L téiend.

Definitsioon 1.9. Kui z ja y on stringid tdhestikus ¥, siis stringi xy (mis on saadud
antud stringide jarjest kirjutamisel) nimetatakse stringide = ja y konkatenatsiooniks (ko-
rrutiseks). Monikord on stringide z ja y konkatenatsiooni téhistuseks x - y.

Definitsioon 1.10. Kui x on string ja n € N, siis 2" tdhistab stringi z-x-...- .
—_—

n korda
Seejuures 2° = ¢ (mérki = loetakse ,,vordub definitsiooni pohjal“).

Niide 1.11. Kokkuleppe kohaselt ba® = baaa ja (ba)® = bababa.

Néiide 1.12. Hulk {a*ba’ | k < 1} on keel tihestikus {a,b}. See keel sisaldab stringid
b, ba, aba, baa, abaa, baaa, aabaa, abaaa, baaaa jne.

Definitsioon 1.13. Stringi w pikkus |w| on stimbolite arv stringis w.
Naiide 1.14. Néiteks |abba| = 4 ja || = 0.

Definitsioon 1.15. Stimboli a esinemiste arvu stringis w tahistatakse |w|,.
Naide 1.16. Olgu ¥ = {a, b, ¢}. Siis |baaal, = 3, |baaal, = 1 ja |baaal. = 0.

Ulesanne 1.17. Olgu L; = {(ab)” | n > 0} ja Ly = {a™™ | m > 0}. Loetleda koik
stringid keeles Ly N Ly.

Ulesanne 1.18. Olgu ¥ = {a,b,c}. Kas keeled L; = {(abc)"a | n > 2} ja
Ly = {ab(cab)™ca | n > 1} on vordsed?
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Ulesanne 1.19. Olgu ¥ = {a,b,c}, L1 = {w € ¥ | |w| = 4} ja
Ly = {w € ¥* | |lw|. = 1}. Mitu stringi on keeles Ly — Lo?

Definitsioon 1.20. Kui Ly, Ly C X* siis Ly - Ly = {ay | € Ly, y € Ly}. Keelt
Ly - Ly nimetatakse keelte Ly ja Lo konkatenatsiooniks.

Naiide 1.21. Kui Ly = {a,abb} ja Ly = {bbec, ¢}, siis Ly - Ly = {ac, abbc, abbbbc}.
Definitsioon 1.22. Olgu L C ¥*. Siis

L' = {e},
L'"=L-...-L, kuin > 0.
| —
n korda
Niide 1.23. Kui L = {a*ba' | 0 < k < 1}, siis L? = {a*ba'ba™ | 0 < k < 1—1, m > 1}.
Ulesanne 1.24. Olgu ¥ = {a,b} ja L = {aa,ab}. Leida L>.

Definitsioon 1.25. Keele L iteratsiooniks (Kleene’i katteks, Kleene closure, Kleene

star, star operation) nimetatkse keelt L* = |J L™.
neN

Niide 1.26. Kui ¥ = {a,b} ja L = {aa,ab,ba,bb}, siis L* = {w € ¥* | |w| : 2}.

Ulesanne 1.27. Olgu ¥ = {a,b,c,d} ja L = {w € ¥* | |w|, = 1, |w|. = 1}. Kas
abcdcacdcabbacba € L*?

Definitsioon 1.28. Stringi w peegelpildiks (reversal) (tahistus w™) nimetatakse strin-
gi, mis on saadud stringist w siimbolite jarjekorra vastupidiseks muutmise teel.

Naiide 1.29. Kui w = baaca, siis w™ = acaab.
Definitsioon 1.30. Kui L C ¥* siis L" = {w" | w € L}.

Definitsioon 1.31. String z on stringi y prefiks (tdhistame x C y), kui leidub string u,
mille korral y = zu.

Naide 1.32. Definitsioonist ilmneb, et ¢ C baa, b C baa, ba C baa ja baa T baa.

Definitsioon 1.33. String x on stringi y sufiks (tdhistame = 1 y), kui leidub string u,
mille korral y = ux.

Definitsioon 1.34. Generatiivne grammatika (0-tiipi grammatika ehk lihtsalt gram-
matika, generative grammar, rewrite grammar) on nelik G = (N, X, P, S), kus N ja ¥
on loplikud hulgad, NNY =@, P C (NUX)*T x (NUX)* P on loplik ja S € N. Siin
Y. on termunalide tihestik, N on mitteterminalide tdhestik, mille elemente nimetatakse
ka muutujateks (nonterminal, variable), S on ldhtesimbol (ehk stardisimbol). Stringi-
paare (o, 3) € P nimetatakse tuletusreegliteks (produktsioonireegliteks, produktsioonideks)
ja kirjutatkse kujul a — .

Niide 1.35. Olgu N = {S}, ¥ = {a,b,c} ja P = {S — acSbcS, ¢S — ¢e}. Siis
(N,3, P,S) on grammatika.
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Mairkus 1.36. Hulga Y elemente tahistame véiketdhtedega ladina tahestiku algus-
est ja hulga N elemente tidhistame suurte ladina tdhtedega. Néidetes ja iilesannetes esi-
tatakse grammatika tavaliselt tuletusreeglite loeteluna. Seejuures mitteterminalideks on
koik tuletusreeglites esinevad suurtdhed ja terminalideks koik viiketdhed ning tuletus-
reeglid loetletakse sellises jéarjekorras, et esimese tuletusreegli esimene siimbol on gram-
matika algsiimbol.

Miarkus 1.37. Kui grammatikas on n reeglit iithesuguste vasakute pooltega
a — (,..., a« — 3,, siis voib kasutada lithendatud kirjutusviisi & — 31 | ... | G-

Definitsioon 1.38. Olgu antud grammatika G. Kirjutame ¢ = 1 (voi lihtsalt ¢ = 1),
G

kui leiduvad stringid «, (, n, 6 tdhestikus N U X, mille korral ¢ = na#, v = npo ja
(v — ) € P. Kui ¢ = 1, siis deldakse, et string 1) on otseselt tuletatud sonast ¢.
G

Naiide 1.39. Olgu G = ({S},{a,b,c},{S — acSbeS, ¢S — €}, .S). Siis cSacS = cSa.
G

Definitsioon 1.40. Kui wy = w; = ... = w,, kus n > 0, siis kirjutatakse wy = w, ja
deldakse, et string w,, on tuletatav stringist wy. Teisiti deldes seos = on hulgal (N U X)*
defineeritud seose = refleksiivne transitiivne kate.

Seejuures stringide jada wg, wy,. . ., w, nimetatakse stringi w,, tuletuseks (ehk derivat-
siooniks, derivation) stringist wy grammatikas G. Arvu n nimetatakse selle tuletuse
pikkuseks. (ehk sammude arvuks).

Miérkus 1.41. Definitsioonist ilmneb, et iga stringi w € (N UX)* korral w = w (kuna
on lubatud tuletus, mille pikkus on 0).

Niide 1.42. Olgu G = ({S},{a,b},{S — aSa, S — b}, S). Siis aSa = aaaaSaaaa.
Selle tuletuse pikkus on 3.

Definitsioon 1.43. Grammatika G poolt genereeritav keel on
L(G) = {we x| S:}w}.
Naide 1.44. Kui G = ({S},{a,b},{S — aSa, S — bb},S), siis
L(G) = {a"bba" | n > 0}.
Definitsioon 1.45. Grammatikad G ja Gy on ekvivalentsed, kui L(G;) = L(G3).

Naiide 1.46. Grammatika
S — abs,

S —a

ja grammatika
T — al,

U — bal,
U—c¢

on ekvivalentsed.



13. november 2009. a. Formaalsete keelte teooria

Ulesanne 1.47. Kirjeldada jérgmise grammatika poolt genereeritavat keelt:

S — FF,
F — aFb,
F — ab.

Ulesanne 1.48. Kirjeldada jirgmise grammatika poolt genereeritavat keelt:

C — Ce,
C — A,
A — aAb,
A—e.

Ulesanne 1.49. Kirjeldada jirgmise grammatika poolt genereeritavat keelt:

K — ¢,
K —a,
K —b,
K — aKa,
K — bKD.

Ulesanne 1.50. Kirjeldada jirgmise grammatika poolt genereeritavat keelt:

D — DA,
DAA — ADb,
ADA — b,

A — a.

Ulesanne 1.51. Kirjeldada jirgmise grammatika poolt genereeritavat keelt:

F— aFH,
F — abe,
bH — bbc,
cH — He.

Ulesanne 1.52. Kirjeldada jérgmise grammatika poolt genereeritavat keelt:

S —al'S,
S —U,
Ta — aal,
TU — U,

U — a.
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Ulesanne 1.53. Kas grammatika
S — ab,
S — aKSb,
K — bSbh,
KS — b,
K —e¢

ja grammatika
S — aTh,

T — e,
T — b,
T— S,
T — bSbS

on ekvivalentsed?
Ulesanne 1.54. Kas grammatika

S —aD,

D — bba,

D — baDa,
D — aDaDa

ja grammatika
S — aaF,

S — ablJ,
E—bJJ,
J — aaFa,
J — abJa,
J — ba

on ekvivalentsed?

Definitsioon 1.55. Kontekstitundlik grammatika (1-tidipi grammatika, kontekstist
soltuv grammatika, context-sensitive grammar, phrase-structure grammar) on grammati-
ka, mille iga tuletusreegel on kujul €A — £a, kus A€ N, { € (NUX)*, (€ (NUX),

ae(NUD)T.
Naiide 1.56. Grammatika

S—TS, A —a,
S —US, TA — AAT,
S — b, UAb — b,
Tb — Ab, UAAA — AAU

el ole kontekstitundlik.
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Definitsioon 1.57. Kontekstivaba grammatika (2-tiipi grammatika, context-free
grammar) on grammatika, mille iga tuletusreegel on kujul A — «a, kus A € N,
ae (NUXD)*.

Naiide 1.58. Grammatika

S — ASTA, AT — UT,
S — AbA, Ur — UV,
A —a, Uuv —1TV,
bl — bb, TV - TA

on kontekstitundlik, kuid ei ole kontekstivaba.

Definitsioon 1.59. Lineaarne grammatika (linear grammar) on grammatika, mille
iga tuletusreegel on kujul A — u voi A — uBv, kus A€ N, u e ¥*, ve X" Be N.

Naide 1.60. Grammatika
S —1TT,
T — cI'T,
T — bT,
T —a
on kontekstivaba, kuid ei ole lineaarne.

Definitsioon 1.61. Paremlineaarne grammatika (3-tiiipi grammatika, right-linear
grammar) on grammatika, mille iga tuletusreegel on kujul A — w véi A — uB, kus
AeN,ue¥", BeN.

Naiide 1.62. Grammatika
S — aSa,
S—T,
T — bT,
T—¢

on lineaarne, kuid ei ole paremlineaarne.

Niide 1.63. Grammatika
S—T,

U — abba
on paremlineaarne. See grammatika genereerib keele &.
Naide 1.64. Grammatika
S — af, T — aT,
S —bS, T — bT,
S — aaaT, T —¢
S — aabaT,
S — abaaT,
S — aabbaT,
S — ababaT,
S — abbaaT,
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on paremlineaarne.
Definitsioon 1.65. Tuletusreeglit kujul & — ¢ nimetatakse e-tuletusreegliks.

Lemma 1.66. Iga paremlineaarne grammatika on lineaarne. Iga lineaarne grammatika
on kontekstivaba. Iga e-tuletusreegliteta kontekstivaba grammatika on kontekstitundlik.

Definitsioon 1.67. 0-tiilipi, 1-tiiiipi, 2-tiilipi ja 3-tiilipi grammatikad moodustavad
Chomsky hierarhia (Chomsky hierarchy).

Definitsioon 1.68. Keelt nimetatakse 0-tiipi keeleks (kontekstitundlikuks, kontek-
stivabaks, lineaarseks, paremlineaarseks), kui seda keelt saab genereerida O-tiilipi (vas-
tavalt kontekstitundliku, kontekstivaba, lineaarse, paremlineaarse) grammatikaga.

Niide 1.69. Olgu ¥ = {a4, ..., a,}. Keele ¥* genereerib paremlineaarne grammatika
S — e,
S — (Ils,
S — a,S.

Teoreem 1.70. Kontekstitundlike keelte klass on kinnine tihendi, tiihisosa ja tdiendi
suhtes.
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Peatiikk 2. Loplikud automaadid

Definitsioon 2.1. Loplik automaat (finite automaton, finite-state machine) on viisik
M = (Q,%,A,I,F), kus ¥ on 1oplik sisendtihestik, @@ ja A on loplikud hulgad,
ACQRxX*xQ, I CQ,F C Q. Hulga @ elemente nimetatakse olekuteks (state),
hulga I elemente nimetatakse algolekuteks(lihteolekuteks, initial state), hulga F' elemente
nimetatakse loppolekuteks (final state, accepting state). Kui (p,z,q) € A, siis kolmikut
(p, x,q) nimetatakse wleminekuks (transition) olekust p olekusse ¢ ja string x on selle
tilemineku mdrgend (label).

Niide 2.2. Olgu @ = {1,2}, ¥ = {a,b}, I = {1}, FF = {2},
A ={(1,aaa,1), (1,ab,2), (1,b,2), (2,¢,1)}.
Siis (@, X, A, I, F') on 16plik automaat.

Maérkus 2.3. Loplikku automaati voib esitada seisundidiagrammi (state diagram,
transition diagram) abil. Seisundidiagrammil vastab igale seisundile ring (graafi tipp)
ja igale tileminekule nool (graafi serv). Stringiga x mirgendatud nool ringist p ringi ¢
niitab, et automaadis on iileminek (p,z,q). Iga algolek mérgitakse siseneva noolekesega
ja iga loppolek margitakse kahekordse ringiga.

Naide 2.4. Jargmisel diagrammil on kujutatud loplik automaat néitest 2.2.

Definitsioon 2.5. Lopliku automaadi (Q, X, A, I, F) konfiguratsiooniks nimetatakse
jarjestatud paari (g, w), kus ¢ € @ ja w € X*.

Definitsioon 2.6. Lopliku automaadi M = (Q, X, A, I, F') konfiguratsioonide hulgal
defineerime binaarse seose - (ehk lihtsalt ) jargnevalt. Kui (p,x,q) € A ja w € ¥, siis
M

(p, zw) F (g, w). Seost F- nimetatakse automaadi tédtaktiks voi sammuks (step). Binaarne
seos I~ on seose I refleksiivne transitiivne kate.

Naide 2.7. Vaatleme loplikku automaati néaitest 2.2. Definitsiooni kohaselt
(1,abba) & (2,ba), (1,aaaad) F (1, aaaab) ja (1,aaaab) i (2,€).

Definitsioon 2.8. Loplik automaat M = (Q, %, A, I, F) aktsepteerib (accepts, rec-
ognizes) stringi w € X* parajasti siis, kui leiduvad olekud p € I ja ¢ € F, mille korral
(p,w) F {g,€).

Definitsioon 2.9. Lopliku automaadi M poolt aktsepteeritav keel L(M) koosneb selle
automaadi poolt aktsepteeritavatest stringidest.

Mirkus 2.10. Kui M = (Q, 3, A, I, F) jaINF # &, siis € € L(M).
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Niide 2.11. Olgu M = (Q, %, A1, F), kus Q = {1,2}, ¥ = {a,b}, I = {1},
F=1{1,2},
A ={(1,a,2), (2,b,1)}.

OO

Siis L(M) = {(ab)" | n = 0} U {(ab)"a | n > 0}.

@Ig

Definitsioon 2.12. Loplikud automaadid M; ja My on ekvivalentsed, kui
L(My) = L(M,).

Mairkus 2.13. Iga 16pliku keele jaoks leidub seda keelt aktsepteeriv 16plik automaat.

Ulesanne 2.14. Leida keelt {ucv | u € {a,b}*, v € {a,b}*} aktsepteeriv 15plik
automaat.

Ulesanne 2.15. Leida keelt {w € {a,b,c}* | |wl|. # 1} aktsepteeriv 16plik automaat.

Ulesanne 2.16. Leida keelt {a,b}* — ({a” | n > 0} U {b" | n > 0}) aktsepteeriv 16plik
automaat.

Ulesanne 2.17. Leida keelt {aub | u € {a,b}*} U {bua | u € {a,b}*} aktsepteeriv
16plik automaat.

Ulesanne 2.18. Leida keelt {w € {a,b}* | |w|, > 3} aktsepteeriv 16plik automaat.

Lemma 2.19. Iga lopliku automaadi jaoks leidub ekvivalentne the algolekuga loplik
automaat, kus iga ilemineku mdargendi pikkus on 1.

Toestus. Lihtne on leida ekvivalentne {iihe algolekuga loplik automaat, kus iga
tilemineku méargendi pikkus on 0 véi 1. Olgu see automaat M = (Q, X, A, I, F'). Koostame
automaadi M’ = (Q, 3, A", I, F'), kus

A'={{p,a,r) | Jg € Q({g,a,7) € AN (p,e) I (g.2))},

Fr={peQ|3qe F({pe)k(qge)}

M
Lihtne on n#ha, et L(M') = L(M). O

Niide 2.20. Olgu M = (Q, X, A I, F), kus @ = {1,2,3}, ¥ = {a,b}, I = {1},
F={3}
A={(La2), (2,b,2), (2,6,3), (3,0,3)}.

b

‘ A
Lemmat 2.19 rakendades saame M’ = (Q, X, A, I, F'), kus F' = {2,3} ja

(
A ={{1,a,2), (2,0,2), (2,a,3), (3,a,3)}.
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Teoreem 2.21. Keel on paremlineaarne parajasti siis, kui letdub [oplik automaat, mis
seda keelt aktsepteerib.

Naide 2.22. Naites 2.2 esitatud Iopliku automaadi poolt aktsepteeritava keele
genereerib paremlineaarne grammatika

K — aaaKy,
Kl — CLbKQ,
Kl - bK27

Naiide 2.23. Olgu ¥ = {a,b}. Paremlineaarne grammatika

S — aa,
S—T,
T — baT,

T — a.
on ekvivalentne paremlineaarse grammatikaga

S — aak,
S —T,
T — baT,
T — ak,
E — e

Nenede grammatikate poolt genereeritavat keelt aktsepteerib 16plik automaat
(Q, X, A F),
kus Q ={S,T,E}, I ={S}, F ={E} ja
A ={(S,aa,E), (S,e,T), (T,ba,T), (T,a,FE)}.

Ulesanne 2.24. Koostada paremlineaarne grammatika, mis genereerib keele
{w e {a,b}" [ |wla:3, Jwl >3}

Definitsioon 2.25. Loplik automaat (Q, X, A, I, F') on determineeritud (determinist-
lik, deterministic), kui

1) hulgas I on tépselt iiks element;
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2) iga iilemineku (p,x,q) € A jaoks kehtib vordus |z| = 1;

3) iga stimboli a € ¥ ja iga oleku p € @ jaoks leidub tépselt iiks olek ¢ € @, mille
korral (p,a,q) € A.

Naiide 2.26. Loplik automaat

on determineeritud.

Teoreem 2.27. Iga lopliku automaadi jaoks leidub ekvivalentne determineeritud loplik
automaat.

Toestus. Lemma 2.19 alusel voime eeldada, et antud Ioplikus automaadis
(Q, %, A, I, F) on iga iilemineku mérgendi pikkus 1. Iga a € ¥ ja H C @ korral tdhistame

AJH)={qeQ|3pec H((paq €A}

Hulga @ koigi alamhulkade hulka tdhistatakse P(Q). Koostame determineeritud
lopliku automaadi M’ = (Q', X, A", I') F'), kus Q' = P(Q),

A = {{H,a, A (H)) | H C Q, aeS},
I'={I}jaF ={HCQ|HNF # a}. O
Naiide 2.28. Olgu ¥ = {a,b} ja M = ({1,2,3},3, A, {1}, {3}), kus
A={(l,a,1), (1,b,1), (1,a,2), (2,0,3)}.

WCTDQ

Jargides teoreemi 2.27 toestust saame M’ = ({{1},{1,2},{1,3}}, 3, A {{1}},{{1,3}}),
kus

A'={({1},a.{1,2}), {1},0,{1}), ({1,2},a,{1,2}),
{1,2},0,{1,3}), {({1,3},a,{1,2}), ({1,3},6,{1})}.

b
@ |
a
—> —|
a
\

e

— >

£

©®
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Peatiikk 3. Loplike automaatide keelte
omadused

Teoreem 3.1. Loplike automaatide poolt aktsepteeritavate keelte klass on kinnine it-
eratsiooni, konkatenatsiooni ja tihendi suhtes.

Teoreem 3.2. Loplike automaatide poolt aktsepteeritavate keelte klass on kinnine
tdiendi ja thisosa suhtes.

Lemma 3.3 (pumpamislemma, kasvatamise lemma, pumping lemma). Olgu L lopliku
automaadi poolt aktsepteeritav keel tihestikus . Sits leidub selline posititvne tdisarv p,
et iga stringi w € L korral, kui |w| = p, siis leiduvad sellised stringid x,y,z € X*, et
ryz=w, y #¢, |lvy| < p jaxy'z € L igai >0 korral.

Naiide 3.4. Olgu ¥ = {a, b} ja L = {ab™a™ | n > 0}. Lemmas 3.3 formuleeritud viited
ei ole toesed iihegi p vidrtuse korral. Téepoolest, kui w = abPa?, siis x = ab®, y = b™,
2 = bP~F~m@P mingite arvude £ > 0 ja m > 1 korral véi = ¢, y = ab', z = tP"'aP mingi
arvu [ > 0 korral. Molemal juhul xyyz ¢ L. Jérelikult L ei ole 16pliku automaadi poolt
aktsepteeritav keel.

Niide 3.5. Olgu ¥ = {a,b} ja L = {a*v™a" | k=0 voi m=n}. Olgu p = 1. Siis iga
stringi w € L jaoks, kui |w| > p, siis leiduvad stringid z, y, z € ¥*, mille korral Lemmas 3.3
formuleeritud omadused on toesed. Sellele vaatamata L ei ole 16pliku automaadi poolt
aktsepteeritav keel, kuna

Ln{ab™a" |m >0, n>0}={ab"a" | n >0}

ja teoreemi 3.2 kohaselt oleks koos keelega L ka keel {ab™a™ | n > 0} 16pliku automaadi
poolt aktsepteeritav.
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Peatiikk 4. Regulaaravaldised

Definitsioon 4.1. Regulaaravaldis (regular expression) iile tdhestiku 3 defineeritakse
rekursiivselt: 0 on regulaaravaldis; 1 on regulaaravaldis; kui a € X, siis a on regulaaravald-
is; kui e ja f on regulaaravaldised, siis ka (e+f), (e-f) ja e* on regulaaravaldised.

Koige tugevamalt seob tehe *, jargneb korrutamine, koige norgemalt seob liitmine.
Tavaliselt kirjutatakse e-f asemel lihtsalt ef.

Definitsioon 4.2. Iga regulaaravaldis e esitab (denotes, represents) teatud keele
(téahistus L(e)), mis defineeritakse rekursiivselt:

I
h
=
=
=

Tavaliselt kirjutatakse L(e) asemel lihtsalt e.
Naiide 4.3. Olgu 3 = {a, b}. Definitsiooni kohaselt
L((ab)*-(14a)) = {(ab)" | n = 0} U{(ab)"a | n > 0}.
Definitsioon 4.4. Keel on regqulaarne, kui leidub seda keelt esitav regulaaravaldis.
Definitsioon 4.5. Kui e on regulaaravaldis, siis e = e*e.
Ulesanne 4.6. Lihtsustada regulaaravaldis ((a-+bc)*)*.

Teoreem 4.7 (Kleene’i teoreem). Keel on regulaarne parajasti siis, kui leidub loplik
automaat, mis seda keelt aktsepteerib.
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Peatiikk 5. Kontekstivabad grammatikad

Definitsioon 5.1. Tuletust kontekstivabas grammatikas nimetatakse vasaktuletuseks
(leftmost derivation), kui tuletuse igal sammul asendatakse vasakpolseim mitteterminal
(see tdhendab, et iga samm on esitatav kujul uAf = w36, kus (A — () € P, u € ¥* ja
0 e (NUX)").

Definitsioon 5.2. Kontekstivaba grammatika on mitmene (ambiguous), kui leidub
string, millel on vahemalt kaks vasaktuletust. Vastasel korral on kontekstivaba grammati-
ka dihene (unambiguous).

Definitsioon 5.3. Dyck” keel iile 2n stimboli on kontekstivaba grammatika
S — e,
S — a1.5019,
S —> a,Sb, S
poolt genereeritav keel tahestikus {aq, by, az,bo, ..., apn, by}
Teoreem 5.4. String w tdhestikus {a,b} on grammatikas

S — e,
S — aSbs

tuletatav parajasti siis, kui |w|, = |wl|p ja Vo T w (|z]s = |z|p)-
Definitsioon 5.5. Lukasiewicz keel iile n + 1 stimboli on kontekstivaba grammatika

S — ao,
S — a1,
S — a5,

S — a,S"

poolt genereeritav keel tahestikus {ag, aq, ..., a,}.

Teoreem 5.6. String w tihestikus {ag,a; ..., a,} kuulub Lukasiewicz’i keelde tile n+1

w=—1jaVeC w(d (i—1)x|,, =0). (Siinz C w
i=0 + i=0 =+
tihendab, et x C w ja x # w.)

stimboli parajasti siis, kui Y (i—1)|w

Teoreem 5.7. Kui keel L on kontekstivaba, siis leidub e-tuletusreegilteta kontekstivaba
grammatika, mis genereerib keele L — {c}.

Definitsioon 5.8. Kontekstivaba grammatika (N, X, P, S) on Chomsky normaalkujul
(grammar in Chomsky normal form), kui iga tuletusreegel on iihel jargmistest kujudest:
S—¢e, A—a, A—-BC, kus Ae N,Be N—-{S},Ce N—-{S},aeX.
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Teoreem 5.9. Iga kontekstivaba grammatika jaoks leidub ekvivalentne kontekstivaba
grammatika Chomsky normaalkujul.

Lemma 5.10 (pumpamislemma, kasvatamise lemma, pumping lemma). Olgu L kon-
tekstivaba keel tihestikus 3. Siis leidub selline posititune tdisarv p, et iga stringi w € L
jaoks, kui |w| = p, siis leiduvad sellised stringid u,v,z,y,z € ¥*, et uvryz = w, vy # ¢,
lvzy| < p ja w'zy'z € L igai > 0 korral.

Niide 5.11. Olgu X = {a,b,c} ja L = {a™"c" | n > 0}. Lemmas 5.10 formuleeritud
véited ei ole toesed iihegi p vadrtuse korral. Toepoolest, kui uvryz = a?bPc?; |vy| > 0 ja
lvzy| < p, siis |vyl, = 0 vl |vy|. = 0. Jérelikult, |uwvvayyz|, = p voi |uvvzyyz|. = p.
Kuna |uvvzyyz| > 3p, siis uvvzyyz ¢ L. Jarelikult L ei ole kontekstivaba keel.

Teoreem 5.12. Kui |X| = 1 ja keel L C ¥* on kontekstivaba, siis L on requlaarne
keel.

Teoreem 5.13. Kontekstivabade keelte klass on kinnine tihendi, konkatenatsiooni ja
iteratsiooni suhtes.

Teoreem 5.14. Leiduvad kontekstivabad keeled Ly ja Lo, mille korral Ly N Ly ei ole
kontekstivaba.

Téestus. Olgu Ly = {a™b™c" | m > 0, n > 0} ja Ly = {a™0"c" | m > 0, n > 0}.
Naitest 5.11 jareldub, et keel Ly N Ly ei ole kontekstivaba.

Teoreem 5.15. Leidub kontekstivaba keel L C X*, malle korral ¥X* — L ei ole kontek-
stivaba.

Teoreem 5.16. Kui keel Ly on kontekstivaba ja keel Lo on regulaarne, siis keel Ly M Ly
on kontekstivaba.

Téestus. Olgu G = (N, 3, P, S) keelt Ly genereeriv kontekstivaba grammatika. Voime
eeldada, et selles grammatikas iga tuletusreegel on kujul A — a voi A — «a, kus A € N,
a € Yjaa € N* Olgu M = (Q,%,A,I,F) keelt Ly aktsepteeriv 1oplik automaat.
Lemma 2.19 alusel voime eeldada, et iga tilemineku (p,x,q) € A jaoks kehtib vordus
lz| = 1.

Koostame kontekstibvaba grammatika G = (N, X, P, S), mis genereerib keele L; N Ly:

N={StU(@xNxQ),
P={S—(pSq) |pel, geF}U

U{(p,A4,q) = al|{paq) €A, (A—a)e P}U
u{

<P07 A pn> <p07 B1>p1> cee <pn717 Bn,pn> \
(A_)Bl Bn)epapOGQa"'apneQ}a

kus S on uus siimbol, mis ei kuulu hulka Q x N x Q.
Induktsiooniga stringi w € 3* pikkuse jérgi voib toestada, et (p, A, q) = w parajasti
G

sits, kui A = w ja (p,w) I {q, ). Jarelikult L(G) = Ly N Ly. O
G M
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Niide 5.17. Olgu ¥ = {a, b, c}. Vaatleme kontekstivaba keelt L;, mille genereerib
grammatika
S —a,

S — BS,
S — CSS,
B — b,
C —c,

ja regulaarset keelt Lo, mille aktsepteerib 16plik automaat M = (Q,3,A,I, F), kus
Q= {LQ}’ I = {1}’ F= {2}’

A=1{(1,a,2), 1,62), (2,a,1), (2,b,1)}.

Siis keele Ly N Ly genereerib kontekstivaba grammatika

S — Sh2, S11 — ¢S21511,
S12 — a, S11 — ¢S522501,
So1 — a, S12 — ¢S21512,
So1 — bS11, S12 — €S2259.
Saz — bSia,

Siin S11, S12, S21 ja Sop vastavad siimbolitele (1,5, 1), (1,5,2), (2,5,1) ja (2,5,2) teoree-
mi 5.16 toestusest.
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Peatiikk 6. Magasinméiluga automaadid

Definitsioon 6.1. Magasinmdiluga automaat (magasiniga automaat, pinuautomaat,
pushdown automaton) on kuuik M = (Q,X, A I, F), kus @, ¥, A ja I' on loplikud
hulgad, I C Q, FF C @ ja

AC(QxXxI™)x(QxTIM).

Hulga @) elemente nimetatakse olekuteks, hulga I elemente nimetatakse algolekuteks, hul-
ga F' elemente nimetatakse loppolekuteks, . on sisendtdhestik, I' on magasinitdhestik
(stack alphabet) ja A on ileminekute hulk (transition relation).

Naide 6.2. Olgu Q = {1,2}, ¥ ={q,b}, I' = {A, B},

A={{{1,a,6),(1,4)), ((1,0,6),(1,B)), ((L,¢,¢),(2,¢)),
((2,0,4),(2,¢)), ((2,b, B), (2,€))},

I ={1}, F ={2}. Siis (@, %,T', A, I, F') on magasinméluga automaat. See automaat on
kujutatud jargmisel diagrammil.

Definitsioon 6.3. Magasinméluga automaadi (Q,X, A, I, F) konfiguratsiooniks
nimetatakse kolmikut (g, w, a), kus ¢ € Q, w € ¥*, v € ',

Definitsioon 6.4. Magasinméluga automaadi M = (Q,%, A, I, F) konfig-
uratsioonide hulgal defineerime binaarse seose - (ehk lihtsalt F) jérgnevalt. Kui
M
{p,z,8),(q,7)) € A, w € X* ja a € [ siis (p, 7w, Ba) F (g, w,ya). Binaarne seos - on
M

seose F refleksiivne transitiivne kate.

Niide 6.5. Niite 6.2 magasinméluga automaadi jaoks kehtib (1, abba,e) = (1, ba, BA)
ja (1,abba,e) F (2,¢,¢).

Definitsioon 6.6. Magasinméluga automaat M = (Q,X,I',A, I, F) aktsepteerib
stringi w € X* parajasti siis, kui leiduvad olekud p € I ja ¢ € F, mille korral

(p,w,e) I {(q,e,¢).

Definitsioon 6.7. Magasinméluga automaadi M poolt aktsepteeritav keel L(M) koos-
neb selle automaadi poolt aktsepteeritavatest stringidest.

Niide 6.8. Vaatleme magasinméluga automaati M néitest 6.2. On lihtne néha, et
L(M) = {uu®™ | u € {a,b}*}.
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Naide 6.9. Olgu M = (Q,5,T,A I F), kus Q = {1,2,3,4,5}, £ = {a,b,c},
I'={A B}, I={1}, F={4,5}ja

)
((1,¢,6),(2,€)),
((2,a,4),(2,€)), {(2,0,B),(2,¢)),
((2,a,B),(3,2)), ((2,,4),(3,9)),
((2,,4), (4,)), ((2,¢,B),(4,¢)),
((2,0,¢), (5:€)), {(2,0,),(5,€)),
(3,a,€),(3,€)), ((3,0,€),(3,2)),
({ )
{
{

a,e:€

Siis L(M) = {ucv | u € {a,b}*, v € {a,b}*, uF#v"}.
Teoreem 6.10. Kui keel on kontekstivaba, siis leidub seda keelt aktsepteeriv magas-
mmdluga automaat.

Niide 6.11. Olgu X = {a, b, ¢, d}. Kontekstivaba grammatika
S — S8,
S — a,
S — bcT'S,
T — ¢SS,
T —dT'T

ja magasinméluga automaat ({1,2},%,{S, T}, A, {1},{2}), kus

A={{{1,,),(2,5)), ((2,¢,5),(2,59)), ((2,4,5),(2,¢)),
{(2,6¢,5),(2,T5)), ((2,¢,T),(2,59)), ((2,d,T),(2,TT))},

e.S:55 S

~
S /

ﬁ i @' be,S:T'S
d,T:

c,T:SS
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esitavad iihe ja sama keele.

Lemma 6.12. Iga magasinmdluga automaadi jaoks leidub ekvivalentne magas-
inmdaluga automaat, (Q, X, T, A I,F), kus |I| = 1, |F| = 1 ja iga dlemineku
((p,z,B),{q,7)) € A korral kehtib |x| <1 ja |B]| + || = 1.

Teoreem 6.13. Iga magasinmdluga automaadi jaoks lerdub sama keelt genereeriv kon-
tekstivaba grammatika.

Toestus. Lemma 6.12 alusel voime eeldada, et on antud magasinméluga automaat
(Q, X, T,AI,F), kus I = {¢}, F = {¢a} ja iga iilemineku ((p,z, ), (¢,7)) € A kor-
ral kehtib vordus || + |y| = 1. Koostame kontekstivaba grammatika (N, X, P, S), kus

N={A4,,lpeQ, ¢eQ}, S=A4,, ja
P={A,,—¢e|lpe@}U
U {Ap,t - xAeryA&t | <<pax7€>7 <Q7C>> € Av <<7ﬂ7y7 O>7 <37€>> S Aa C S F7 t S Q}

Induktsiooni abil voib tdestada, et (p,x,e) F (q,e,¢) parajasti siis, kui A,, = x (siin
x € X%). O
Niide 6.14. Magasinmiluga automaat M = ({1,2}, %, T, A {1},{2}), kus
Y. ={a,b},I'={D, E},
A ={{(1,ab,e), (1, E)), ((1,aa,E),(1,€)), ((1,b,¢),(2, D)),
((2,a,€), (1, D)), ((2,e,D),(2,¢)), ((2,b,E),(2,¢))},

ab,e:FE e,D:e

ja kontekstivaba grammatika

S — abTaal, T — abTaaT,

S — abSbU, T — ¢,

S — bUU, U — aSU,
U—e¢

esitavad iihe ja sama keele. Stimbolid S, T' ja U vastavad siimbolitele A; 5, A;1 ja Aso
teoreemi 6.13 toestusest.

Ulesanne 6.15. Koostada kontekstivaba grammatika, mis genereerib keele
{w € {a, b} [ |wla = |wlp}.

Ulesanne 6.16. Koostada kontekstivaba grammatika, mis genereerib keele
{w e {a,b}" | |lwla = [wls}.

Ulesanne 6.17. Koostada kontekstivaba grammatika, mis genereerib keele
{w e {a,b}" | Jwla = 2Jwls}.
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Peatiikk 7. Determineeritud
kontekstivabad keeled

Definitsioon 7.1. Magasinméluga automaadi iileminekuid ({py,z1,51), {(q1,71)) ja
((pa, 2, B2), (q2,72)) nimetatakse konfliktseteks, kui

1) P1 = D2;

2) x1 C xo VOI X9 C X1

3) 1 C B2 voi By C fi.

Definitsioon 7.2. Magasinméluga automaat on determineeritud (deterministic), kui
algolekuid on tépselt iiks ja koik iilleminekud on omavahel mittekonfliktsed.

Definitsioon 7.3. Keel L tédhestikus > on determineeritud kontekstivaba keel, kui
leidub determineeritud magasinméluga automaat, mis aktsepteerib keele L-{$} tdhestikus
Y U{$}, kus $ on uus siimbol, mis ei kuulu tdhestikku X. Siimbolit $ nimetatakse stringi
lopu markeriks.

Niide 7.4. Olgu X = {a,b}. Keel L = {a™b™ | m = n voi n = 0} on determineeritud
kontekstivaba keel.

Teoreem 7.5. Iga requlaarne keel on determineeritud kontekstivaba keel.

Teoreem 7.6. Iga determineeritud kontekstivaba keele jaoks leidub seda keelt
genereeriv ihene kontekstivaba grammatika.

Teoreem 7.7. Iga determineeritud kontekstivaba keele tdiend on determineeritud kon-
tekstivaba keel.

Teoreem 7.8. Leiduvad determineeritud kontekstivabad keeled Ly ja Lo, mille korral
L1 N Ly et ole determineeritud kontekstivaba keel.

Teoreem 7.9. Leiduvad determineeritud kontekstivabad keeled Ly ja Lo, mille korral
Ly U Ly et ole determineeritud kontekstivaba keel.
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Peatiikk 8. Algoritmilised probleemid
formaalsete keelte teoorias

Teoreem 8.1. Keel on rekursitvselt loenduv parajasti siis, kui leidub seda keelt
genereeriv 0-titipi grammatika.

Ulesanne 8.2. Kas grammatika

S — Sb, Ta — aaT),
S — ST, Tb — ab,
S — SU, Uaaa — aaU,
S — e, Uab — b

aktsepteerib stringid aab ja aaaaaaaab?

Ulesanne 8.3. Kas grammatika

S — S, ac — ca, cdc — cdcR,

S —dS, ca — ac, Rcca — ccR,

S — aa, bc — cb, Rddb — ddR,
cb — be, Redd — cddT,
ad — da, Tce — ceal,
da — ad, Tdd — ddbT,
bd — db, Tede — cde
db — bd,

poolt genereeritav keel on lahenduv?

Lemma 8.4. Grammatika

R — aaa, ce — eca,
ac — ca, eca — ce,

ca — ac, de — edb,
bc — cb, eda — de,

cb — be, aaa — caaa,
ad — da, caaa — aaa,
da — ad, aaa — daaa,
bd — db, daaa — aaa,
db — bd, cdca — cdcae,

cdcae — cdca

genereerib mittelahenduva keele.
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Lemma 8.5. Grammatika

R — aRe, faggff—gfffag,

R — bR, 9fffag — f999f7f,

R — cRy, fragffffag— ffagfrfrage,

R —d, Iragffffgge — ffrggffifgg,
99ff — ffg9, eggff — [fe,
fr9g—g99f/, fre—egqff,

efgggff — gffe,
gffe —efgggff

genereerib mittelahenduva keele.

Definitsioon 8.6. Posti vastavuse stisteem téhestikus X on stringide korteezide paar
((x1, .., 2n), (Y1,---,Yn)), kus iga ¢ korral z; € ¥* ja y; € 3*.

Mirkus 8.7. Posti vastavuse siisteemi  ((x1,...,%,), (y1,...,Yn)) kujutatakse
tavaliselt nii:
) ]
17 Ly )
Definitsioon 8.8. Posti vastavuse siisteemi ((xi,...,25), (Y1,...,Yn)) lahendus
(match) on mittetiihi indeksite jada (i1, ..., i), mille korral

(siin iga j korral kehtib 1 < i; < n).

Niide 8.9. Olgu ¥ = {a, b, c}. Vaatleme Posti vastavuse siisteemi

) L 15
a 1" laal’ L be I
Jada (2,1, 3,2,2) on selle siisteemi lahenduseks, kuna
a-aab-caa-a-a=aa-a-bc-aa- aa.
Ulesanne 8.10. Olgu ¥ = {a,b,¢,0,1,, 0, #}. Kas Posti vastavuse siisteemil

® L ® L
[aﬁabaélacaﬁa]’ [Z_czj’ [g]’ [i_a]’ [bZQa}’ [:aba]’

[a@lab} [ aWlac } [aba@l()ab]’ [acaQ?lOab} [a@10ac} [a@llac}

$a caQ10at LO10abacal LO10acacal LeaDllal L caQla
[aOab] [aOac] [abao} [acaQ} [aOaQaQ}
Ga 'L Ga 'L Ga 171 Ga I )

on lahendus?
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Teoreem 8.11. Vaatleme Posti vastavuse siisteeme tihestikus X, kus |X| > 2.
Pole olemas algoritmi, mis iga sellise Posti vastavuse stisteemi kohta teeks kindlaks, kas
stisteemil lahendus on.

Teoreem 8.12. On olemas algoritm, mis iga kontekstitundliku grammatika ja iga
stringt kohta teeb kindlaks, kas antud string kuulub antud grammatika poolt genereeri-
tavasse keelde.

Teoreem 8.13. On olemas algoritm, mis iga kontekstivaba grammatika ja iga strin-

g1 kohta teeb kindlaks, kas antud string kuulub antud grammatika poolt genereeritavasse
keelde.

Teoreem 8.14. On olemas algoritm, mis iga kontekstivaba grammatika G kohta teeb

kindlaks, kas L(G) # @.

Teoreem 8.15. On olemas algoritm, mis iga kontekstivaba grammatika G kohta teeb
kindlaks, kas keel L(G) on lopmatu.

Teoreem 8.16. On olemas algoritm, mis suvaliste paremlineaarsete grammatikate G,

ja Gy kohta teeb kindlaks, kas L(G1) C L(Gy).

Teoreem 8.17. On olemas algoritm, mis suvaliste paremlineaarsete grammatikate G
ja Gy kohta teeb kindlaks, kas L(Gy) = L(G3). Seega paremlineaarsete grammatikate
ekvivalentsiprobleem on algoritmiliselt lahenduv.

Teoreem 8.18. [teratsioonita requlaaravaldiste mittevordsuse probleem on NP-tdielik.

Definitsioon 8.19. Kasutame tdhestikku X3 = {a,b,c}. Olgu & = (x4, ..., z,), kus
iga i korral x; € {a,b}*. Téhistagu G(Z) lineaarset grammatikat ({S}, X3, P, S), kus

P={S —ba'Sr; | 1 <i<n}U{S — ba'cr; |1 <i<n}.
Grammatika G(Z) poolt genereeritavat keelt téhistame Lz.

Lemma 8.20. Keel Lz N Ly on mittetihi parajasti siis, kui Posti vastavuse siisteemil
(Z,9) on lahendus.

Teoreem 8.21. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvaliste
tdhestikus Y toimivate kontekstivabade grammatikate Gy ja Go kohta teeks kindlaks, kas

Toestus. Kui |X| > 3, siis kasutame lemmat 8.20 ja teoreemi 8.11.
Kaheelemendilise tahestiku ¥ = {d,e} jaoks saame toestuse, kui asendame fram-
matikas G(Z) stimboli a sdnaga ede, siimboli b sdnaga edde ja siimboli ¢ sonaga eddde. [

Lemma 8.22. Keel Lz N Ly on lopmatu parajasti siis, kui Posti vastavuse siisteemil
(Z,9) on lahendus.

Teoreem 8.23. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvaliste tihestikus X
toimivate kontekstivabade grammatikate Gy ja Gs kohta teeks kindlaks, kas keel
L(Gy) N L(Gs) on lopmatu.
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Teoreem 8.24. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas G on tihene.

Lemma 8.25. Kasutame tihestikku Y3 = {a,b,c}. Keel ¥5 — Lz on kontekstivaba

1ga T korral.

Naiide 8.26. Olgu & = (b, abbaa). Siis kontekstivaba grammatika

S — e,
S — AW,
S — bR,
A —a,
A— e,
B — b,
B — ¢,
Z — a,
Z — B,
W — ZW,
W — e,

genereerib keele 35 — Lz.

Definitsioon 8.27. Olgu X3 = {a,b,c}, T = (x4, ...
i korral z; € {a,b}* ja y; € {a,b}*. Téhistame Mz ;= 35 — (L

R — ¢,

R — BW,

R — aaalV,

R —a,

R — aa,

R — abRb,

R — aabRabbaa,
R — acZWbh,

R — aacZW abbaa,
R — aBT,

R — aaBTs,

Ty — Uy,

T, — U,bbaa,
Ty — Upbaa,
Ty — Upaa,
Ty — U,a,

Ty — Uy,

U, — WBhB,
U, — ¢,

U, — WA,
Uy — ¢

NnL

axn)a g (yla"'vyn>7 kus lga
z g

).

Lemma 8.28. Keel Mz ; on kontekstivaba iga T ja y korral.

Toestus. Mz gz = (E§ —Lz) U (E;) — ﬁg)

]

Lemma 8.29. Keele Mz ; tdiend tihestiku X5 suhtes on mittetiihi parajasti siis, kui
Posti vastavuse ststeemil (Z,Y) on lahendus.

Teoreem 8.30. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus >
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas L(G) = ¥*.

Teoreem 8.31. Olgu |X| > 2. Tdihestikus 3 toimivate kontekstivabade grammatikate
ekvivalentsiprobleem pole algoritmiliselt lahenduv.

Teoreem 8.32.

L(G,y) C L(Gy).

> 2. Sis pole olemas algoritmi, mis suvaliste
tahestikus Y toimivate kontekstivabade grammatikate Gy ja Go kohta teeks kindlaks, kas

Lemma 8.33. Keele Mgz tiiend tihestiku X suhtes on lopmatu parajasti siis, kui
Posti vastavuse stisteemil (Z,Y) on lahendus.

Teoreem 8.34. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas ¥* — L(G) on lopmatu.

Lemma 8.35. Olgu & = (x4, ...

s n) Jo i = (Y1,

Yn), kus iga i korral z; € {a,b}*,

yi € {a,b}* ja xy; # . Keel Mzyz on requlaarne parajasti siis, kui Posti vastavuse

ststeemil (Z,7) pole lahendust.
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Teoreem 8.36. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas keel L(G) on regulaarne.

Definitsioon 8.37. Olgu X3 = {a,b,c}, © = (x1,...,2,), ¥ = (Y1,---,Yn), Kus iga
i korral z; € {a,b}" ja y; € {a,b}". Tahistame Kz 5 = Lz - {c} - L}.

Lemma 8.38. Keel Kz on kontekstivaba iga T ja y korral.

Lemma 8.39. Kasutame tihestikku Y3 = {a,b,c}. Olgu & = (x1,...,2,) ja
¥ = (Y1,---,Yn), kus iga @ korral z; € {a,b}*, y; € {a,b}" ja myy; # e. Keel
Kzg N {zcz™ | z € X%} on kontekstivaba parajasti siis, kui Posti vastavuse stisteemil
(Z, ) pole lahendust.

Teoreem 8.40. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvaliste tihestikus %
toimivate kontekstivabade grammatikate G, ja Go kohta teeks kindlaks, kas keel
L(G1) N L(G2) on kontekstivaba.

Lemma 8.41. Kasutame tihestikku X5 = {a,b,c}. Keel X5 — (KCzg N {zc2™ | z € ¥%})
on kontekstivaba iga T ja i korral.

Toestus. Téhistame Ly = {w € X} | |w|. = 1}. Keele X5 — (g g N {zc2" | z € £3})
voib esitada jargmise viie kontekstivaba keele ithendina

Ly ={w e X5 [ Jw|. # 3},
Loy = {vicvacvgevy | v1, 09,03, 04 € {a, b}, vy # vy},
L3 = {vicvacvgevy | v1, 02,03, 04 € {a,b}”, vy # vy},
L4 =((Z;—Lz)N LO) -{c} - Lo,

= Lo - {c}- (35— Ly)" N Lo).

]

Teoreem 8.42. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas keel ¥* — L(G) on kontek-
stivaba.

Lemma 8.43. Kasutame tihestikku 5 = {a,b,c}. Keel Kz5 N {zc2™ | z € 35} on
kontekstivaba iga ¥ ja vy korral.

Teoreem 8.44. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus X
toimiva kontekstitundliku grammatika G kohta teeks kindlaks, kas keel L(G) on kontek-
stivaba.
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