Voreteooria



Osalise jarjestuse seos

Def. Osalise jarjestuse seos on relatsioon
C:LxL — {true, false}, mis on:

e refleksiivne VI /E [
e transituvne V[, L, [ ELANLEL =] E,

e antisimmeetriline V[, [ ELANLEL =1 =1,



Osaliselt jarjestatud hulk

Def. Osaliselt jarjestatud hulk (L,E) on hulk L, millel
on defineeritud osalise jarjestuse seos E.



Alamtoke ja alamraja

Def. Olgu Y jarjestatud hulga L alamhulk. Elementi
[ € L nimetatakse alamhulga Y alamtokkeks (lower
bound), kuiiga /'€ Ykorral [ E /',

Def. Elementi / € L nimetatakse alamhulga Y
alamrajaks (the greatest lower bound), MY, kui
alamhulga Y mistahes teise alamtokke /' korral /' E /.



Ulemtoke ja iilemraja

Def. Olgu Y jarjestatud hulga L alamhulk. Elementi

[ € L nimetatakse alamhulga Y uillemtokkeks (upper
bound), kui1ga [’ € Y korral /' E [.

Def. Elementi / € L nimetatakse alamhulga Y

ulemrajaks (the least upper bound), UY, kui alamhulga
Y mistahes teise alamtokke /' korral [ E ['.



Taielik vore

Def. Taielik vore L= (L,E)=(L,E, U, N, 1, T) on
selline osaliselt jarjestatud hulk (L,E), mille koigil
alamhulkadel on lilem- ja alamrajad.

1 =UY =nNnL on vaihim element.
T =N = UL on suurim element.




Naide

L= (P(S),<),S=1{1,2,3}.

{1,2,3)

{1 2} (1,3} {2,3)

(M L



Lemma (A.2)

Osaliselt jarjestatud hulga L = (L,E) jaoks on vaited
1) L on taielik vore,

2) 1gal L alamhulgal leidub tilemraja,

3) 1igal L alamhulgal leidub alamraja

ekvivalentsed.



Toestus

1)=2)
1) = 3)

2)=>1)OlguY<S L,
defineerime NY=U{/e L |VI'e Y. [E '}

3)>1)0OlguY S L,
defineerime UY=n{/e L |VI'e Y:I'E [}



Moore family

Taieliku vore L = (L,E) alamhulk Y, mille korral kehtib:
vy¥'ey-nY'eY.

e Sisaldab alati vihimat elementi, NY

e Sisaldab alat1 suurimat elementi, N, mis on vordne
L suurima elemendiga T.

* E1 ole kunagi tiihi




Naide

L= (P(35).5)

* (1)
125,11,2§,12,35,11,2,3 5
0,11,2,35;

* (-)
w1285
0,115,425, 1,2%5



Funktsioonide omadusi

Funktsioonf: L, — L,, kus L, = (L
on osaliselt jarjestatud hulgad.

pEPJaL,=(LyE)

e Siirjektiivsus: V/,eL: 3l e L:fl)=1,
e Injektiivsus: V[ I'e L:f(H=Al=>1=T
« Monotoonsus: V/I'e L :IE [I'> f(I) E, Al

e Aditiivsus: VI [, e L :f(/ Ul)=/1)UAL)



« Multiplikatiivsus: V/ /[, e L :f(l, Nnil,)=f1)Nfl)

e Taielik aditiivsus: Iga Y S L korral
AU Y)=u{f(I")|I"e Y}, kui U Y eksisteerib

e Taielik multiplikatiivsus: Iga Y € L, korral
ANY)=n4{fI") | I'€ Y}, kui N, Y eksisteerib

e Pidevus: Iga mittetiihja ¥ € L, korral
AU Y)=u,{(1" |I'e Y}, kui U Y eksisteerib

« Rangus: /(1 )= 1,



Lemma (A.4)

KmL=(L,E UnN 1L T)jaM=ME UM, L T)on
taielikud vored, kusjuures M on 10plik, siis tingimused:

1) y: M — L on monotoonne,
2) y(T) =T,

3) y(m, Nm,) =y(m,) N y(m,),
kuim Em,Am,E m

1

on ekvivalentsed vaitega, et y: M — L on taielikult
multiplikatiivne.



Toestus

Kui y on taielikult multiplikatiivne, si1s kehtivad koik
kolm tingimust.

Kuim & m,V m,Em, siis monotoonsuse tottu kehtib

y(m, Mm,) = y(m,;) O y(m,).
Toestame induktsiooniga hulga M' €S M lukmete arvu n
jargi, et y(NM") = N{y(m) | m € M'}.
I) n=0, vordus jareldub tingimusest 2.
II) n>0, M' =M" U {m"}, kus m"¢ M".
y(NMY) = p((NM") Nm") =
= p(NM") Nym") =
= (A{y(m) [m e M"}) Nym") =
=N{y(m) | me M';}



Isomorfism

Def. Isomorfism osaliselt jarjestatud hulgast (L ,E,)
osaliselt jarjestatud hulka (L ,&,) on selline

monotoonne funktsioon 6: L, — L, mille korral
eksisteerib monotoonne funktsioon 6': L, — L
Bob'=id,jad" o0=id, kusid on
1dentsustunktsioon ile L , i = 1,2.



Cartesian product
Olgu L, =(L,E )jaL,=(L,E,) osaliselt jarjestatud
hulgad. Olgu L = (L,E), defineerime
L={(,,)|l,eL Nl,eL,}]a
& L)EW L )ykal E 1 NI, E I

111712 2172722

S11s on ka L osaliselt jarjestatud hulk.

Kui L =(L,E,U,N, L, T)on tiielikud vored, siis on
seda ka L ja kehtib

uy=@{, |00, )eYy, u{l, [ A :(,0,)eY})
jaLl=(L,,L1,).

Sama kehtib MY ja T kohta.

Tahistatakse L, < L,



lotal function space

Olgu L, =(L,.E

suvaline hulk. Olgu L = (L,E), defineerime
L={f.§— L, |/ total function} ja

fEf'ku1‘v’seSf(S) JS(s)

S11s on L samuti osaliselt jarjestatud hulk.
KwilZ =(L,E,uU,N, 1, T,)ontiielik vore, siis on

) osaliselt jarjestatud hulk ja §

]9 _19
seda ka L ja lisaks keht1b
LY =As.U {f(s) | fe Y} jaL=4s.1

Sama kehtib MY ja T kohta.
Tahistatakse § — L,



Monotone function space

Olgu L, =(L,E )jaL,=(L,E,) osaliselt jarjestatud

hulgad. Olgu L = (L,E), defineerime
L={f. L, — L,|f—monotone function} ja

JESkuiVl e L fl)E,f(I)

Siis on L samuti osaliselt jarjestatud hulk.
KulZ =(L,E,U,N, 1, T)on taelik vore, siis on

l 1

seda ka L ja lisaks kehtib
UY=Al .LAf(l)|feY}jaL=4Al.1,

Sama kehtib MY ja T kohta.
Tahistatakse L, — L,




Ahelad

Def. Osaliselt jarjestatud hulga L = (L,E) alamhulka
Y € L nimetatakse ahelaks, kui
ViL,eY. (LEL)V(,EI])

Loplik ahel — ahel, mis on hulga L [0plik alamhulk.

Jada (/) =(/) _onkasvavahel,kuin<m=1E][ .
Jada (/) = (/) _,onkahanevahel,kuin<m=1 E/.

Jada nimetatakse stabiliseeruvaks, kui
dn,e N.Vne N.n=zn,>1 =1



Pusipunkt

Def. Olgu taielikul vorel L= (L, E, U, M, L, T)
defineeritud monotoonne funktsioon f: L — L.

Funktsiooni puisipunktiks nimetatakse element1 / € L,
mille korral f(/) = L.

Funktsiooni plisipunktide hulka tahistatakse

Fix(f) = (| AD =1



Reduktiivne ja ekstensiivne
funktsioon

Def. Funktsiooni nimetatakse elemendil /
reduktitvseks, kui (/) E /.

Red(f) = {I| AD E I}.

Funktsioon1 nimetatakse reduktiivseks, kui Red(f) = L.

Def. Funktsiooni nimetatakse elemendil /
ekstensivseks, kui [ E £(/).

Ext(f) = {1| | C D).

Funktsiooni nimetatakse ekstensiivseks, kui Ext(f) = L.



,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



Tarski pusipunktiteoreem

Olgu L= (L, E,U,nN, 1, T) taielik vore. Kui f: L — L on
monotoonne funktsioon, siis kehtib:

lfp(f) = NRed(f) € Fix(f)
2fp(f) = UEx(f) € Fix(f)



Toestus
Defineerime /, = NRed(f).
1) Naitame, et (/) =/,
nii, et /, € Red(f).
Kuna /) E [1ga [ € Red(f) korral ja f on monotoonne,
siis f(/,) E f{]) E [ iga [ € Red(f) korral ja seega
MN)EL.

2) Naitame, et [ E f(/ )
SUL)) E A1), jarelikult /(I ) € Red(f) jal E f(I ).

2fp(f) kohta toestatakse sarnaselt.



Piisipunkt FIX F

Defineerime jarjestuse osalistel funktsioonidel State —
State. Kirjutame g, E g,, kui kehtib, et

g, s=s'=>g,s=s"1gas jas korral.



Olgu osalised funktsioonid State = State
g, 8, g,Jag, defineeritud jargmiselt:

g, s =s1ga s korral

= [, kuits x>0
&2 { undef muul juhul

s, kuts x=0
35~ { undef muul juhul

B s, kursx <0
845~ { undef muul juhul



Siis kehtivad:

¢ g C g,

g, Eg,8,Eg,

e g.Eg,8,58,8,Eg,,8,Eg,
g, 5g,8,Eg,

E1 kehti:
og2 Eg4
og4 Eg2



Hasse diagramm



Naide
Olgu g, g, ]a g, defineeritud jargmiselt:

B { s, kul s x on paaris
&1° 7 undef muul juhul

B { s, kui s x on algarv
&2° 7 | undef muul juhul

g,8=s



Jarjestus: g, E g, 2,E g,



Lisades osalise funktsiooni g, nii, et

g,=58,8,58)a8,Eg,
Saaie.
g
RS
g, * %9,



Lisades osalise funktsioon1 g nii, et kehtib
g, Eg,8,E85)ag;Eg;]a

278,878,827 &;
SAadIc.
o 3
o 5
. .



Relatsiooni E osalistel funktsioonidel
State - State vo1b kirjeldada jargmiselt:

g, E g, parajasti sus, kui graph(g,) € graph(g,), kus
graph(g) on osalise funktsiooni g graafik.

Graafiku def: graph(f) = {(x,y) e XxY | fx = y}.

Osalise funktsiooni g korral:
graph(g) = {(s,s) [g s =s'}.



Osaliselt jarjestatud hulkade (D, E) puhul kehtib:

e refleksiivsus d E d
e transituvsus d, Ed, jad,Ed,>d, Ed,

e antisummeetrilisus d, Ed,jad,Ed >d, =d,



Kui elemendi d € D korral kehtib
d E d'1ga d' korral,
siis element1 d nimetatakse hulga D viahimaks
elemendiks 1 ja 0eldakse, et see e1 sisalda
informatsiooni.



Kui osaliselt jarjestatud hulgal (D, E) leidub vihim
element d, s11s on d unikaalne.

Toestus: Oletame, et hulgal (D,E) leidub kaks vihimat
elementi d, ja d,.

Kuna d, on vahim element, siis peab kehtima
d Ed,

Kuna d, on vahim element, peab kehtima
d,Ed,

Antisummeetrilisuse tottu jareldub, et d, = d,,



Kui P(S)=4{K| K & S}
(P(S),S) ja (P(S),2) on osaliselt jarjestatud hulgad, sest
kehtivad refleksiivsus, transitiivsus ja
antisimmeetrilisus.

S={a,b,c}
Hulga (P(S),S) vihim element on O.
Hulga (P(S),2) vahim element on {1,2,3}.

(1,2,3) &
{12} (1.3 23 {1 2 3}

{1} 2 3} {1,2} { } {2,3}

o 123



Lemma (5.13)

Olgu (State - State, E) osaliselt jarjestatud hulk.
Osaline funktsioon 1: State — State, mis on
defineeritud jargmiselt:

1 s =undef 1ga s korral
on State — State vahim element.



Toestus

Vaja toestada, et:

1) E taidab osalise jarjestuse tingimusi
2) L on State - State vahim element



FIX F

e FIX F on F-i piisipunkt (F(FIX F) = FIX F)

o FIX F on viahim F-1 piisipunktidest, st
kmiFg=g sus FIXE F g.

Kui F-1l leidub vdhim pisipunkt g , siis g, on
unikaalne.



Ahel(chain) — hulk, mille korral 1ga kaks elementi on
vorreldavad.

Stigad,d,€ Ykorrald Ed,vo1d,E d, kul

%2
(D, E) on osaliselt jarjestatud hulk ja Y € D.




Taielik osaliselt jarjestatud hulk (chain complete
partially ordered set) — osaliselt jarjestatud hulk,
mille korral, ku1 Y € D ja Y on ahel, siis eksisteerib
LY.

Ku1 UY eksisteerib 1ga Y € D korral, si1s nimetatakse
hulka D taielikuks voreks (complete lattice).



Kui (D,E) on taielik osaliselt jarjestatud hulk, siis tal
leidub vihim element 1. = U <.

Toestus:
& on ahel.

(D,E) on taielik osaliselt jarjestatud hulk, jarelikult
U & eksisteerb.

U & definitsiooni jargit kehtibU @ E d, 1igad € D
korral.

Jarelikult on U @ hulga D vahim element.




Lemma (3.25)

Olgu (State - State, E) taielik osaliselt jarjestatud
hulk. Ahela Y lilemraja UY avaldub jargmiselt

graph(UY) =U{graph(g) | g € Y}.
St. (UY) s =s"© gs=s"mingl1 g € Y jaoks.



Toestus

Toestame, et:

1) U {graph(g) | g € Y} on osalise funktsiooni
State - State graafik.

2) U {graph(g) | g € Y} on hulga Y iilemtoke.

3) U {graph(g) | g € Y} on hulga Y iilemraja.



Kui <s,s™> ja <s,s">on X=U {graph(g) | g Y}
elemendid, sus s'=s".

Kui <s,s>e X, s1is dge Ynii,etgs =s'.
Kui <s,s'"> e X, siis dg'e Ynii, et g's =s".

Kuna Y on ahel, s11s kas g E ¢’ vo1 g’ E g. Mdolemal
juhul saame, et gs=g's > s'=5".



Defineerime osalise funktsiooni g, ni, et

graph(g,) = U {graph(g) | g€ Y}.

S1is kehtib suvalise g € Y korral
graph(g) < graph(g,)

Jarelikult g E g ja g, =UY.



Olgu g, ming1 Y tilemtoke. Suis kehtib
g E g, iga g € Y korral.

Jarelikult kehtib
graph(g) & graph(g,)

S11s peab kehtima ka
U {graph(g) | g € Y} < graph(g,)
ja
graph(g,) € graph(g,)
U
gy=8;
g, on vahim ulemtoketest, seega tlemraja.



Monotoonsus

Olgu (D, E)ja (D', E') taielikud osaliselt jarjestatud
hulgad ja olgu f: D — D' funktsioon.
f on monotoonne parajasti siis, kui

dEd,>fd E'fd,1gad, jad,jaoks.



Naide
Monotoonne funktsioon:
Olgu funktsioon f,: P({a,b,c}) — P({d,e})

deﬁneerltud jargmiselt:
X {abc} {a,b} {a, ¢t {bc} {a} {b} {c} O

fX tde} {d} {de} {de} {d} {d} {e} O

Mittemonotoonne funktsioon:
Olgu funktsioon f,: P({a,b,c}) — P(1d,e})

deﬁneerltud jargmiselt:
X {abc} {a, b} {a, c} {b, c} {a} {b} {c} O

fX dy Ady Ady e} {d} {e} {e} le}



Olgu (D, E), (D', E")ja (D", E") taielikud osaliselt
jarjestatud hulgad jaolgu f: D — D'ja . D' — D"
monotoonsed funktsioonid.

Sus on ka /' ° f: D — D'"monotoonne funktsioon.

Toestus: Oletame, et d, E d,. Funktsiooni f

monotoonsuse tottu /' d, E' f d,. Funktsiooni /'
monotoonsuse tottu f'(f d,) E" f'(f d,).




Lemma (5.30)

Olgu (D, E) ja (D', E') taielikud osaliselt jarjestatud
hulgad ja olgu f: D — D' monotoonne funktsioon.
Kui Y on D ahel, suis {fd | d € Y} on D'ahel.
Lisaks kehtib U'{fd |d e Y} E' f(UY).



Toestus
e Kui Y=
kehtib, sest L'E'f 1

e K Y# Y
Toestame, et {fd |d € Y} on D' ahel.
Olgud,'jad, kaks {fd|d € Y} elementi. Suis

leiduvad kaks Y elementid jad,nu,etd,'=fd, ja
d,’=fd,

Kuna Y on ahel, sus kas d, E d, vo1d, E d,. Mdlemal
juhul saame, et sama jarjekord kehtib d ' ja d,’ vahel

funktsiooni monotoonsuse tottu. Jarelikult
{fd|deY} on ahel.



Olgu d suvaline Y element. Siis d E UY. Funktsioon1 f
monotoonsuse tottu kehtib

JdE'f(UY).

Kuna see kehtib 1ga d € Y kohta, siis on
f(UY) hulga {fd|d e Y} lilemtoke.
StU' {fd|deY} Ef(UY).



Funktsioon e1 pruugi ahela lilemraja sailitada.
St. vordus U'{fd |d € Y} =f(UY)
e1 pruugl kehtida.



Funktsioon f: D — D', mis on defineeritud hulkadel

(D, E) ja (D', E'") on pidev, kui see on monotoonne ja
vordus U {fd|deY}=f(UY)

kehtib 1ga mittetiihja ahela Y korral.

Kuil {fd|deY} =f(UY)kehtib ka tiihja ahela
korral (L = f 1), su1s nimetatakse funktsiooni
agaraks.



Lemma (5.35)

Olgu (D, E), (D', E") ja (D", E") taielikud jarjestatud
hulgad ja olgu funktsioomid f: D — D"ja f. D" — D"
pidevad. Siis on ka f'e f: D — D" pidev funktsioon.



Toestus

/" ° fon monotoonne funktsioon.

Olgu Y muttetiih1 D ahel.
Funktsiooni1 f pidevuse tottu kehtib

W' {fd|deY}=fUuy).

Kuna {fd |d e Y} on D'ahel, siis funktsiooni f’
pidevuse tottu kehtib

U'{f'd'|d' e{fd|deY}}=FWU{fd|deT),

mis on samavaarne valemiga

U (fd) | d e Y; =f(f(UY)).



Teoreem (5.37)

Olgu f: D — D pidev funktsioon taielikul osaliselt
jarjestatud hulgal (D, E) vihima elemendiga L.
Sus FIXf=u{f"1|n=>0}
defineerib hulga D elemendi, mis on funktsiooni f
vahim pusipunkt.

f'=id
fn+] :fofn,nzo



Toestus

"1=1
Cd VdeD

Induktsiooniga »n jargi saab naidata, et
f"LE f"digad e D korral.

Jareldub, et f" LEf "™ 1, kui n <m.
Seega {f" L|n>0} on D ahel ja puisipunkt FIX f

eksisteerib, kuna D on taielik osaliselt jarjestatud
hulk.



Niitame, et FIX fon piisipunkt (f (FIX f) = FIX f).
JWIXf)=fULf"Ln=0}) =
=U{f(f" 1) |n=0}=
=u{f"L|n>1}=
=U({f"Ln=1}U L)) =
=U{f"1|n>0}=

= FIX f



Naitame, et FIX f on vahim piuisipunkt.
Oletame, et d on moni teine plisipunkt, siis L E d.

Monotoonsuse tottu kehtib
f"1LE f"digan >0 jaoks.

Kuna d on pusipunkt, siis kehtib
f"LE digan>0 jaoks.

Seega d on ahela {f” 1 | n > 0} ulemtdke ja kuna FIX
fon ulemraja, sus FIX fE d.



Naide

Funktsioon1 vahima pusipunkti leidmine.

Olgu funktsioon F' defineeritud jargmiselt:
, _ gs, kursx#0
(F78) s { s, kuts x=20

State - State vahim element L on defineeritud:
1 s =undef 1ga s jaoks.

Hulga {F'" 1 | n >0} elemendid avalduvad:

(F'’ 1) s =(id 1) s = undef



Ls, kutsx#0 _

r 1 /
(F D) s=(F"1)s s, kuisx=0

s,kuisx=0

(F''1)s,kuisx#0.

r 2 — L r 1 —
(F7 L) s=F(F 1) s= s, kuts x=0

undef, kur s x # 0
s, kutsx=0

-1
{ undef, kui s x #0
{
Y



F'"1=F"""11gan > 0 korral.
Y

W{F'"L|n>0y=u{F""LF'1y=F"1
sest F'’ 1L =1

Seega funktsiooni F' vahim pusipunkt on:

[ undef, kui s x # 0
815~ | s, kuisx=0
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