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Keel REC

e t=n | x|ttt |ttt *t,
if t, then , else 12

[t ot )

e arvud: ne N

 arvmuutujad: x € Var
. funktsioonmuutujad: f,...,f,€ Fvar

e 0 =t0ene



Deklaratsioon

* Funktsioonimuutujatele annab tahendused
deklaratsioon e. vorduste jada:

 Parem pool vOib sisaldada arvmuutujaid
argumentide seast ja funktsioonimuutujaid
deklaratsioonist



Ulesanne 9.1

* Mida arvutab funktsioon s jargnevas
deklaratsioonis?

s(x) = if x then 0 else f(x, 0 - x)
f(x, y) =if x then [ else (if y then -/ else f(x- 1, y-1))

e NB! 0 = tdene



Vaartus- vs. nimiparameetrid

* Olgu meil deklaratsioon:

J,0) =f,(x) + 1
f,(x) =1

« Mis on termi f(f,(3)) vaartuseks?

» Vaartusparameetrid, call-by-value
 Nimiparameetrid, call-by-name



Loengu plaan

e Operatsioonsemantika

- Vaartusparameetrite puhul
- Nimiparameetrite puhul
— Esitus Prologis

 Denotatsioonsemantika

- Vaartusparameetrite puhul
- Nimiparameetrite puhul
- Esitus Haskellis

e Semantikate vastavused



Op-sem. vaartusparameetritega

e Olgu meil deklaratsioon d:

f(x,...x )=d

e VVaartustusrelatsioon seab suletud termile ¢
vastavusse arvulise vaartuse »n arvestades
deklaratsiooni d



Vaartustusrelatsiooni va reeglid

d
(num) n —¢ n
[ _>fa n, l, _>f/la n,
(Op) t, op 1, —>ia n, opn,

d d

(COﬂdt) ty v 0 [y _)VZ n

if z,thenz, elset, — n,

d d

0
<COndf) Ly = Mo Iy nzd ny#

if 7, then¢ elsez, —7, n,

d d
(ﬁ) tl _>va nl ZLai _)va na,« di[nl/xl""’nai/xa[] _>va n



Vaartustus on deterministlik

d d _
=y N E=, 0y = 1=,

Toestus: induktsiooniga ule reeglite



Op-sem. nimiparameetritega

d
(num) n -¢ n
[ _>Za n, l, _)ia n,
(Op) [, 0p1, _>ja n, op n,

d

(C'Ondt) ty 4 0 l _>ncc; n

if t,thent elser, —' n,

d d

0
(COndf) Ly = Mo Ly nzd ny#

if z,thent elser, —' n,




Vaartustusrelatsioon Prologis

PR f
1 va nl 2 va n2

(0]7) d
r,opit, —

va

n,opn,

va (add (T1,T2), D, N) :-
va(Tl, D, N1),
va (T2, D, NZ2),
N 1s N1 + N2.



Vaartustusrelatsioon Prologis

?— op (900, xfx, ==>).
[add (T1,T2) |D] ==> N :-
'T1|D] ==> N1,

T2 | D] => NZ,

N 1s N1 + NZ2.



Vaartustusrelatsioon Prologis

[num (N) |D] ==> N.
[1fElse (TO, T1, TZ2) |D] ==> N1 :-

[TO|D] ==> 0,
[T1|D] ==> N1.
[1fElse (TO, T1, T2)|D] ==> N2 :-
[TO|D] ==> NO,
[T2|D] ==> N2,
NO \= O.
[ funApp (I, Ts) | D] ==> N :-

vaList (Ts, D, Ns),

nthl (I, D, [Di|Xs]),
subst (D1, Ns, Xs, SDi),
[SDi|D] ==> N.



Vaartustamine Prologis



Den-sem. vaartusparameetritega

. [t] _¢pp seab termile t ning keskkondadele ¢ ja
p vastavusse vaartuse domeenis N

* Arvmuutujate keskkond
p:Var- N tadbi tahiseks Env__

* Funktsioonimuutujate keskkond
¢®=(p,...p) taubitahiseks Fenv
P : N? - N,



Tostmine (lifting)

* Kasutatakse lisaelementi L ja funktsiooni | -

D ={1dj|deD}u{L}
Kehtlb 1dj=1d,1=>d,=d
ja 1L#|d]
e Alternatiiv osalistele funktsioonide kasutamisele
A—A vs. AcA

* Osaline jarjestus

d' =1V (d,d eDAd =.d Ad =d jAdEd)

0



Termi semantiline funktsioon (va)

nl, =A@Ap.1n)
[ x], = A@Ap.p(x))
[[tloptZ-]va = A(PAp[tl]]vacpp op, [[tZ]]va(Pp

|if ¢, thent elset,| = ApAp.
COnd([[tO]]va(pp) [[tl]]vacpp’ [[t2]]va(Pp)

LSt t) e =A@ Ap.

letvlc[[tl]]vacpp’""Vaic[[tai]]vacpp'
@; (Vi v,)



Funktsioonide tostmine
f D—E
f D —E

f(d") = :f(d) kui d'=|d | mOned € D puhul
1 muul juhul

\

(Ax.e)* (d') < letx<d.e
alternatiivne tahistus: (Ax.e) (d")
uus funktsioon on agar (strict)

monotoonsus sailib



Lemma 9.3

* |ga REC keele termi t puhul on semantiline
funktsioon [¢] _pidev funktsioon tuubiga

(Fenv. = (Env,. - N ))

e St. rohkem defineeritud keskkonnad
annavad rohkem defineeritud tulemuse

« St. pole voimalik, et rohkem defineeritud
keskkondadega on tulemuseks 1 ja

vahem defineeritud keskkondadega |n

e TOoestus: induktsiooniga termi struktuuri
jargi



Funktsioonikeskkond ja
deklaratsioon

 Funktsioonikeskkond on funktsioonide korteez

tuubiga
Fenv,_ = (N > N)x...x(N*—>N)

 Keskkond esitatakse deklaratsioonina d, mis
on vorduste korteez:



Deklaratsiooni sem. funktsioon (va)

Rekursiivselt:
[d]l _,= ¢, kus

¢ = (An,...,n_ € N . [d ] _o(pln/x,...n_/x 1),

)\nl """ nake N . [[dk]]va(p(p[nllxl """ nak/Xak]))

Pusipunkti kaudu:
[d]. . = fix(F), kus

F(e) = (An,,....,n_ € N . [d, ] _o(pln,/x,....n_/x 1),

Ang,....,n € N.[d] o(pln/x,...n_ /x 1))



Funktsioonide esitamine

e REC esitab funktsioonid vordustena

e VVordusele vastav funktsioon voib soltuda
vaartustamise viisist

- agar, aplikatiivjarjekord
- laisk, normaaljarjekord

 Rekursiivset vordust voivad rahuldada mitu
erinevat funktsiooni

f(n) =f(ntl)

e fix kasutamine naitab, et vordus tahistab
sobivatest funktsioonidest vahim defineeritut



Den-sem. nimiparameetritega

. [t] _@p seab termile t ning keskkondadele ¢ ja
p vastavusse vaartuse domeenis N

* Arvmuutujate keskkond
p:Var— N, tadbi tahiseks Env__

* Funktsioonimuutujate keskkond
¢®=(p,...p) taubitahiseks Fenv_
(pi : NLai — NJ_



Termi semantiline funktsioon (na)

[nl..=2@Ap. n)
[x],. =A@Ap.p(x)
[[tlopt2--na — A(PAP[[tl]]na(Pp OPL [[t2]]na(Pp

lif z,thent, elset,| =ApAp.
Cond<[[t0]]nacpp’[[tl]]nacpp’[[t2]]nacpp>



Deklaratsiooni sem. funktsioon (na)

[dl _,= fix(F), kus
F(p) = (An,,...,n_, €N .[d. ] _o(pln/x,...n_/x 1),



Lemma 9.10

« Semantiline funktsioon na on pidev
» TOestus: analoogselt lemma 9.3-ga



Naide (va)

Deklaratsioon d:

Term t;

Funktsioonikeskkond ¢:
¢=(9,9,)eN x (N->N)

Rakendame deklaratsiooni sem. funktsiooni
o =1dl,,



Op. ja den. semantikate samavaarsus

Toestame samavaarsuse:

> vaartusparameetrite (va) puhul

» Op — Den, lihtne

» Den — Op, keerulisem
> nimiparameetrite (na) puhul

» Op — Den, lihtne
» Den — Op, koige keerulisem



Teoreem 9.8 (Op <= Den),,

Olgu
» t suvaline kinnine term
d deklaratsioon
k deklaratsiooni d elementide arv
ne N
p € Env,, (suvaline, vt. Lemma 9.4)

6 € Fenv,, = [d].ap

vV v v v Vv

Siis
d

t ~—va

n <= [t]vadp = |n]

Toestus:
(=) Lemma 9.6

(<) Lemma 9.7



Abilemmad,,

» Lemma 9.3 Iga REC termi t puhul on denotatsioon |t],,
pidev funktsioon tiilibiga (Fenv,; — (Env,; — N))

» Lemma 9.4 (Keskkond vs. termis esinevad muutujad)
lga termi t puhul, kui keskkonnad p, o’ € Env,, annavad sama
tulemuse koigi t-s esinevate muutujate kohta, siis iga
© € Fenv,, korral

[thvap = [t] vaSOP/

» Lemma 9.5 (Substitutsioonilemma nr. 1)
Olgu t term, ning n € N, siis

[t]vappln/x] = [t[n/x]]vap

Toestused induktsiooniga ule termi struktuuri



Lemma 9.6 (Op = Den),,

Vaja toestada:
d

t ~—va

n = [t]vadp = | n]

Toestus: induktiivselt ule termi t struktuuri, kasutades
abipredikaati P

P(t,n) < [t],a0p = |n]

> tOestame vaite (op) reegli puhul
> tOestame vaite (fn) reegli puhul

» muul juhul triviaalne voi analoogne



Lemma 9.6 (Op = Den),,, (op) reegel

d d
f1 —va M t2 — 5 N2

(op)

tiop to —9. ny op no

Sellise jareldusega on vaid tiks reegel, seega reegli eeldused kehtivad

d . d
1 =y M Ja o —,, N2

va

ind. pohjal kehtib reegli eeldustel ka predikaat P, seega saab vaita

[t1]vadp = [m] Jja [t2]vadp = [n2]

jarelikult

[[tl op t2]]va($,0 — [[tl]]va(sp OPJ_[[t2]]vaSOP def. jérgi
= |n1| op |n2| ind. eelduste jargi

= | n1 op ny| op, def. jargi



Lemma 9.6 (Op = Den),,, (fn) reegel

(fn) ty _>(\za m .-+ Iy _>\C/!a Na; dl'[nl/Xla R nai/Xai] _>(\za n
fi(ty,...,ta) =% n

Induktsiooni pohjal kehtib P reegli (op) eeldustel, seega
[t1]vadp = [m] A - N [ta]vadp = [na]
A ldilni/xa, ..y na /xa]llvadp = | n]

jarelikult
[fi(t1, .. ,ta)]vadp
= let vi < [t1]vadp, ..., Va, <= [ta; Jvadp-0i(va, ..., va,)
= di(n,...,Na)
= [di]vadp[m/x1, ..., na/xa] o def. jargi
= [di[n1/x1, ..., na /Xa]]vadp subst. lemma jargi

= | n| eelduse jargi.



Lemma 9.6 (Op = Den),,, kokkuvote

Kuna predikaat P kehtib termi koigi erikujude puhul, siis

d

t ~—va

n = [t],.0p = |n|



Lemma 9.7 (Den = Op).a

Vaja toestada:

[t]vadp = |n] = t —% n

va

Toestus:

» toome sisse muudetud vaite (1), kus

» kasutame 0 asemel op.sem vahenditega defineeritud
funktsioonikeskkonda ¢
» p-le ja t-le rakendame substitutsiooni

» vaite (1) toestame induktsiooniga ule t struktuuri

> tOestame t = (t; op t») puhul
> tOestame t = fi(t1,...,t,) puhul
» muudel juhtudel triviaalne voi analoogne

> naitame, et vaitest (1) saab tuletada esialgse vaite

» naitame et, 0 C ¢
» 0 muutujaga substitutsioon annab esialgse vaite kuju



Lemma 9.7 (Den = Op),,, vaide (1)

Toome sisse modifitseeritud vaite

[Evagpln /xt, . mifx] = |n] = tlm/xa,...m/x] =% n
(1)
kus © = (¥1,...,©k) on op. semantika abil defineeritud
funktsioonikeskkond, kus i = 1,..., k puhul

[n|  kui di[n1/x1,...,ns/xa] —9, n,

90,'([71, ceey na,-) — {

1L muul juhul

(meenutuseks: § saadi deklaratisioonist d den. sem. vahenditega)

Substitutsiooni juures eeldame, et jada xi, ..., x; sisaldab koiki t-s
esinevad muutujaid.

Toestame vaite (1) induktsiooniga ule termi t struktuuri.



Lemma 9.7 (Den = Op),a, t = (t; op )

Eeldame, et

[[tl op tg]]vagpp[nl/xl, Ce e n//X/] = LnJ

Sel juhul n= m; op my, kus

[t1]vaeplny/x1, ... mi/xi] = [my]
[t2]vapplni/x1, ... ni/x) = [m2]

Induktsiooni pohjal

ty[n1/xa, ..., ni/xi] Hf/ja my
ton1/x1,. .., 0 /x] =3, m

jarelikult

(t1 op t2)[m/x1,. .., n/x] _>\C/ia miy op mz = n



Lemma 9.7 (Den = Op)ya, t = fi(ty,..., ts)

Eeldame, et Hﬂ(tl, Ceey tai)]]vagpp[nl/xl, Cee n//X/] = LI‘IJ

Den. sem funktsiooni def. jargi

(let vi <[t1]vapp[n/x1, - .

Va; ¢[[tal]]va%plg[nl/xla .

Sel juhul peavad leiduma mq, ..

ﬂtl]]vaSpp[nl/Xl, .

[ta;]lvaplm /X1, - .

kusjuures
gp,-(ml, ..

jatkub ...

.,n//X/], c ey

Sn/xlp(va, ..o va)) = [ n]

., my € N nii, et

. n//X/] — Lmlj
/x| = [ma,]
. mai) — LnJ



Lemma 9.7 (Den = Op)ya, t = fi(ty,..., ts)

Induktsiooni jargi

ty[n1/xa, ..., ni/xi] —>€a my
tai[nl/xl, ceey n//X/] —>€a ms.

keskkonna ¢ definitsiooni jargi
ei(my,...,my) = |n] <= dilm;i/x1,...,my /xa] —4 n
Nuid on olemas k&ik (op) reegli eeldused ja saame jareldada

f;'(tl, Ce e ta,.)[nl/xl, Ce e n//X/] _>€a n



Lemma 9.7 (Den = Op)ya, 0 C ¢

Naitasime, et vaide (1) kehtib kdigi termide kohta. Vaidet saab

kasutada naitamaks, et 1 =1,...,k jaiga n,ny,...,n; € N puhul
[dilvaplni /X1, .. na/xa] = |n| = di[n/x1,...,na/xs] =9 n

jarelikult, ¢ definitsiooni jargi

)\nl,. coy Ny € N.[[dl]]vagpp[nl/xl, .. .,nal/xal] [ 1

)\nl,...,nak S N.[[dk]]vagpp[nl/xl,...,nai/xak] L k.

seega on ¢ F eelpusipunktiks (prefixed point) ning 6 C .



Lemma 9.7 (Den = Op),a, kokkuvote

Kui eeldame, et term t on kinnine, siis

[t]vadp = [n]

—> [t]vapp = |n] Lemma 9.3 jargi on [t],» monotoonne

— t—%n vaite (1) erijuht 0 muutujaga



Teoreem 9.8 (Op <= Den),,, kokkuvote

Kombineerides lemmad 9.6 ja 9.7 saame

d

t ~—va

n < |[tl,.0p = |n]



Teoreem 9.15 (Op <= Den),,

Olgu
» t suvaline kinnine term
d deklaratsioon
k deklaratsiooni d elementide arv
ne N
p € Env,,
6 € Fenv,, = [d],ap

vV v v v Vv

Siis

t —fan <= [t]nadp = |n]

Toestus:
(=) Lemma 9.13

(<) Lemma 9.14



Abilemmad,,

» Lemma 9.10 Iga REC termi t puhul on denotatsioon [t]|,,
pidev funktsioon tiilibiga (Fenv,, — (Env,; — N ))

» Lemma 9.11 (Keskkond vs. termis esinevad muutujad)
lga termi t puhul, kui keskkonnad p, p’ € Env,,; annavad
sama tulemuse koigi t-s esinevate muutujate kohta, siis iga
© € Fenv,, korral

[t]nawp = [t] naSOP/

» Lemma 9.12 (Substitutsioonilemma nr. 2)
Olgu t, t' termid, ¢ € Fenv,,, p € Env,,, siis

[£] naépp[[[tl]] napp/ x| = [[t[t//x]]]naSOP

Toestused induktsiooniga ule termi struktuuri



Lemma 9.13 (Op = Den),,

Vaja toestada:

t —fan = [tlaadp = [n]

Toestus: induktiivselt ule termi t struktuuri, kasutades
abipredikaati P

P(t, n) & def ﬂt]]na5,0 — Lnj

> tOestame vaite (fn) reegli puhul

» muul juhul triviaalne voi analoogne eelnevaga



Lemma 9.13 (Op = Den),,, (fn) reegel

d,'[tl/Xl, Ce e ta,-/Xa,-] —>ga n
fi(ty, ..., ta) —9 n

Induktsiooni jargi

[[di[tl/X17 SRR tai/Xai]]na5:0 — LnJ

Tuletame
[fi(t1, .. s ta) | nadp
= 0i([t1]nadp, - - -, [ta: ] nad p) sem. fun. def. jargi
= [dilnadp[lti]lnadp/x1, -, [ta | nadp/Xa ] 0 def. jargi
= [di[t1/x1, ..., ts /Xa;][nadp subst. lemma nr. 2 jargi

= [n]



Lemma 9.13 (Op = Den),,, kokkuvote

Kuna predikaat P kehtib termi koigi erikujude puhul, siis

t —fan = [tlnadp = [n]



Pusipunkti lahendused

Jargnevas kasutame induktsiooni ule pusipunkti lahenduste.
Meenutuseks

§=fix(F) st. 6= |F"(L)

recw

kus

F(o) = (Az1,...,22 € N [d1]naeplzi/xa, - -5 Zay /Xay], - - - s

AZ1, ..oy Za, € Ny [dk]naeplzi/x1, -5 22 /X3, ])-

r astme |3henduse kohta kirjutame: 6(") = Fr(L)

5,(0)(217 cooyZa) =L, kui r >0 siis 5,@ — F(5r—1)
seega / = 1,..., k puhul

5N 21, .. za) = [di]na Dplzi/x1, - ., Za ) Xa]



Lemma 9.14 (Den — Op),a

[t]nabp = [n] = t =9, n

Toestus:

> toome sisse (Uldisema) vaite (1) kus

» 0 asemel kasutame |lahendust
» p-le ja t-le rakendame substitutsiooni
> vaite (1) toestamiseks kasutame mat. induktsiooni iile
lahenduste

» baasjuhtumil induktsioon ule termi struktuuri
» induktsiooni sammul induktsioon ule termi struktuuri

> pohitod t = fi(ti,...,ts) puhul
> naitame, et vaitest (1) saab tuletada esialgse vaite

» naitame, et § lahendus sobib
» naitame, et substitutsioon sobib



Lemma 9.14 (Den = Op),,, vaide (1)

Toome sisse muudetud vaite: Koigil termide t, arvude n, kinniste

termide uq, ..., us ja muutujate yq,...,ys puhul kehtib
Ht]]nad(r)P["eS(ul)/YL ... res(us)/ys] = |n]
— t[ul/ylv“'vus/ys] _>ga n (1)

Vaitega (1) samavaarne vaide on

[£]520\7 plres(ur) /1, - . ., res(us) /ys] C res(t[ur/yva, .. ., us/ys])

Abifunktsioon res annab termi op-sem vaartuse tuubis N |

res(t) — {LnJ kui t —9_ n,

1L muul juhul

Eeldame, et muutujate hulgas sisalduvad koik termi t muutujad.
Toestame vaite (1) mat. induktsiooniga ile r € w



Lemma 9.14 (Den = Op),,, mat. ind baas

r = 0 puhul peame naitama

[t]naLplres(u)/y1, ..., res(us)/ys| = [n]
— tlui/y1,...,us/ys] =9, n

Toestus: induktsioon ule termi t struktuuri

» kui t on muutuja, siis on ta eelduse kohaselt uks muutjatest

Yiy--+,Ys
> kui t = fi(t1, ..., ts) siis on implikatsiooni eeldus alati vaar

» muudel juhtudel sama lihtne.



Lemma 9.14 (Den = Op),a, mat. ind. samm

Oletame et r > 0 ja (1) kehtib (r — 1) puhul. Peame naitama

[¢]a0"" plres(un) /1, - ., res(us)/ys] = |n]
— t[ul/y17 Cees US/yS] —>ga n

Kasutame jalle induktsiooni ule t struktuuri. Baasist erinevalt on
tarvis kasitleda juhtu, kus t = fi(t1,..., ts,)



Lemma 9.14 (Den = Op)na, samm, t = fi(t1, ..., t,,)
Olgu p" = plres(u1)/y1, ..., res(us)/ys]

[[f}(tlv SRR tai)]]na5(r)p/
= 5§r)(ﬂt1]]na5(r),0’, o [t ]na0 7 ) sem. fun. def. jargi
— [[di]]naé(r_l)P,[[[tl]]na(s(r)Pl/Xl7 R [[ta/]]na5(r):0//xaf] o) def jargi

lga t;,1 <j <a; kohta saame vaita
[t1na0" 0" = [;]na0 plres(u1)/y1, . .. , res(us)/ys]
L res(tj[ul/yla SO uS/yS])

kasutades p’ definitsiooni ning
strukt. ind. pohjal vaite (1) alternatiivset esitust



Lemma 9.14 (Den = Op)na, samm, t = fi(t1, ..., t,,)

Lemma 9.10 pohjal on [d;],2 monotoonne, seega

[fi(t1, - . ta)]na0 o T [di]nad" " p'[res(t])/x1, . . ., res(tl)/xq]

kus t; tahistab tj[u1/y1,...,us/ys], iga 1 <j < a; jaoks

Mat. induktsiooni jargi saame vaita (r — 1) kohta:

[dilnad\ "V p'[res(t1)/x1, - . ., res(th.)/xa;] E res(di[t]/x1, ..., th /Xa]



Lemma 9.14 (Den = Op),a, mat. ind. samm

Op. semantika (fn) reegli jargi
res(fi(ty, ..., t,.)) = res(di[t; /x1, ..., t] /xa]).
Jarelikult (C transitiivsus + subst. lemma nr. 2)

[[fi(tlv SR ta,)]]naé(r)p[res(ul)/yl, ceey res(us)/)/S]
C res(fi(t1,...,ta)[u1/y1,. ., uUs/ys])

see toestab vaite (1), seega
[t]nadp = [n] = t =7, 0

iga r € w puhul



Lemma 9.14 (Den = Op),, 0) — 6

Lemma 9.10 naitas, et semantiline funktsioon on pidev, jarelikult

[t]nadp = [[t]]na(u 5(r))P
— U[[t]]na5(r)P

seega mingi r € w puhul

[t]nadp = [n] = [[t]]na5(r)ﬂ

— t—9 n vaite (1) pohjal

na

seega
[t]nadp = [n| = t H:Cvla n



Teoreem 9.15 (Den,, <= Opya)

Kombineerides lemmad 9.13 ning 9.14 saame vaita

[thnadp = ] <= t =5, n
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