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Galois' tihendused

Definitsioon

Me iitleme, et nelik (L, «, vy, M) on Galois' iihendus téielike v&rede
(L,C) ja (M, C) vahel parajasti siis kui monotoonsed funktsioonid
a:L— Mja~:M— L rahuldavad tingimusi:

2l CI0))
a(y(m))
Voresid L ja M kutsutakse vastavalt konkreetseks ja abstraktseks

domeeniks, funktsioone a ning -y vastavalt abstraktsiooni- ja
konkretisatsioonifunktsiooniks.

I, Viel (1)

-
C mVmeM (2)




Intervallide domeen

Definitsioon — laiendatud tadisarvude domeen
Lisame taisarvude hulgale positiivse ning negatiivse |Idpmatuse:

Z' =7 U {—oc0,00}

Jarjestus on defineeritud loomulikul viisil. Peale selle defineerime
abifunktsioonid:

00 kui Z=10

inf'(Z) =<2 kui z’ on vihim Z element
—oo vastasel juhul
—oco kui Z=10

sup’(Z) =1 7 kui z’ on suurim Z element

00 vastasel juhul




Intervallide domeen

Definitsioon — intervallide domeen
Defineerime hulga:

Interval = { L} U{[z1, ]| z1 < 2, zs € ZU {—0}, 2 € ZU {o0}}

Jarjestuse defineerimiseks vajame abifunksioone:

inf(int) = oo kuiint =L
"z kuiint= (21, 2]

. —oo  kui int =1
sup(int) = -
Z kui int = [z, z2]

Mida kasutades:

inty C int, = inf(inty) < inf(inty) A sup(int;) < sup(int,)




Intervallide domeen
Vaide

(Interval, ) on taielik vére.

Toestus.

Piisab kui nditame, et iga Interval alamhulk omab iilemist raja
(Lemma A.2). Olgu Y C Interval, saab niidata, et:

1 kui Y C {L}

LY = [inf' {inf(int) | int € Y} ,
sup’ {sup(int) | int € Y}] vastasel juhul




Intervallide domeen

Naide

Olgu (P(Z), Q) taisarvude alamhulkade taielik vdre. Konstrueerime
Galois’ lihenduse:

(P(Z), azi, vz, Interval)

vérede P(Z) ja Interval vahel.
Defineerime konkretisatsioonifunktsiooni 7z : Interval — P(Z)
kui:

vzi(int) = {z € Z |inf(int) < z < sup(int)}

ning abstraktsioonifunktsiooni az : P(Z) — Interval kui:

1 kui Z =0

aZI(Z) = {[inf/(Z),SUP’(Z)] vastasel juhul




Intervallide domeen

Viide
(P(Z),z1,vz1, Interval) on Galois" iihendus.

Tdestus.
Abstraktsiooni ja konkretisatsioonifunktsioonid on monotoonsed:
e Olgu Z; C 2. Kui Zy = 0 v8i Z, = ) siis on viide ilmne.
Seega aiz/(Z1) = [a, b] ning az/(Z2) = [d, b'] millest saame,
et a’ < a ning b < b’ mida oligi tarvis niidata.
@ Olgu int; C inty. Kui int; = L vdi inty = L siis on vdide
ilmne. Seega int; = [a, b] ja int, = [, b'] millest saame, et
vzi(int1) C vz (int2).




Intervallide domeen

Viide
(P(Z), zi, vz, Interval) on Galois* iihendus.

Tingimus (1).
Kui Z # 0:
vziazi(Z)) = vz([inf (2),sup'(2)])

={zeZ|inf(2) < z <sup'(2)}
> Z

Kui Z = 0:
vzi(azi(0)) = vz(L) =0




Intervallide domeen

Vaide
(P(Z), zi, vz, Interval) on Galois* iihendus.

Tingimus (2).
Kui int = [z, zo]:
azi(vzi([z1, 2])) = az({z € Z |z1 < z < z})
= [z1, 2]

Kui int = L:
azi(vzi(L)) = az(0) = L




Adjunktsioonid

Definitsioon

Utleme, et (L, a,v, M) on adjunktsioon taielike vérede (L,C) ja
(M, C) vahel, kui taielikud funktsioonid av: L — M ja~y: M — L
rahuldavad tingimust:

o()Em & 1T A(m) 3)

kdikide I € L ja m € M korral.




Adjunktsioonid = Galois’ ihendused

Vaide
(L, ,y, M) on adjunktsioon parajasti siis kui (L, c,~y, M) on
Galois' iihendus.

Galois' iihendus = adjunktsioon.

Olgu (L, o, 7y, M) Galois' iihendus.

Eeldame, et a(/) T m. Kuna v on monotoonne saame, et

Y(a(1)) C y(m). Teame, et y(a(/)) 3 I mis on samavairne vaitega
I C y(c(1)) millest:

I'E ~y(a(l)) E v(m)

Oleme ndidanud, et a(/) C m = | C v(m). Teistpidi nditamine
kdib analoogiliselt. O

v




Adjunktsioonid = Galois’ ihendused

Vaide
(L, ,y, M) on adjunktsioon parajasti siis kui (L, c,~y, M) on
Galois' iihendus.

Adjunktsioon = Galois' iihendus.

Olgu (L, o, y, M) adjunktsioon.

Valime | € L suvaliselt. Teame, et a(/) C (/). Kasutades eeldust
a(l) E m< | C y(m) saame | C ~(a(/)), mida oligi vaja niidata.

Analoogiliselt saame ndidata, et a(vy(m)) C m.

Funktsiooni @ monotoonsuse naitamiseks eeldame, et 1 C b;
kasutades juba tdestatut saame, et h C h C ~(a(k)) ning
kasutades eeldust a(/) © m < | C ~(m) oleme ndidanud, et
a(h) C «a(hk). Téestus v monotoonsuse naitamine on
analoogiline. O




Galois' tihenduste omadusi
Vaide
(Ym

xEme&yLm=x=y




Galois' tihenduste omadusi
Vaide
(Vm : xCme&yLCm=x=y

Lemma
Kui (L, v, 7y, M) on Galois' iihendus siis:

Q@ « madarab iiheselt v, kus y(m) = | |{/| a(l) C m} ning
~ méérab iiheselt o, kus a(l) =[1{m| I E ~v(m)}.

@ « on tdielikult aditiivne ning ~y on taielikult multiplikatiivne.

Eelneva jireldusena saame, et a(L) = L ja~y(T)=TT.




Galois' tihenduste omadusi

« maarab iiheselt 7.

Olgu (L, o, 7y, M) Galois' iihendus. Kuna tegemist on ka
adjunktsiooniga saame:

y(m) = {11 Ev(m)} = |{/la(l) € m}

Olgu (L, a,y1, M) ja (L, o, y2, M) Galois' iihendused. Valime
m € M suvaliselt; Ghesuse saame vordustest:

=| [{/la(f) E m} = 72(m)

~ maarab Uheselt a.
Analoogne.




Galois' tihenduste omadusi

« on taielikult aditiivne.
Olgu L' C L, siis:

a(UL')Em<:>|_|L'E’y(m)
eViel : I1Cy(m)
sViel : o) Em

s [{alel’}Em

~ on taielikult multiplikatiivne.
Analoogne.




Galois' tihenduste omadusi

Lemma

Kui o : L — M on téaielikult aditiivne siis leidub selline v : M — L,
et (L,a,v, M) on Galois" iihendus. Sarnaselt, kui v : M — L on
taielikult multiplikatiivne siis leidub selline oo : L — M, et

(L, ae,y, M) on Galois* iihendus.

a on taielikult aditiivne.
Olgu « téielikult aditiivne ning

y(m)=|_|{/]a() C m}
siisa()CE m=1e {/'|a(l') C m} = | C v(m). Teise suuna

nditamiseks paneme esmalt tahele, et | C y(m) = a(/) C a(y(m)) kuna
« on aditiivne ning seega monotoonne. Niiiid:

o) E aly(m)) = (| {/'| (1) E m})
= J{a(Mla(") S m} T m




Naide

Galois' iihenduse (mitte)leidumine

Otsime Galois' iihendust intervallide domeenist margidomeeni. Kas
see leidub, kui konkretisatsioonifunktsioon

vis : P(Sign) — Interval

on defineeritud loomulikul viisil (tahvel). Leidumise korral
kirjeldada abstraktsioonifunktsioon

ays : Interval — P(Sign).




Galois' tihenduste omadusi

Viide
Kui (L, «,y, M) on Galois' iihendus, siis ooy o« = « ning
yoaoy=1.

Toestus.
Tahvel.




Galois' tihenduste konstrueerimine

Vaide
Kui (Lo, 1,71, L1) ja (L1, 2,72, L) on Galois' lihendused, siis on
seda ka:

(Lo, @2 0 a1,71 072, L2)

Toestus.

az(ai(b)) C h &
a1(lo) E 72(k) &
lo © v1(72(k))

Millest saame, et (a0 1)(l) CE h < Ip C (71 0 72)(k). Mida oligi
vaja naidata. O

4




Galois' tihenduste konstrueerimine

Vaide
Kui (L1, a1,71, M1) ja (L2, 2,72, Ma) on Galois* iihendused siis on
seda ka:

(Ll X L27a7’77 Ml X M2)

kus:

a(h, k) = (ai1(h),az(h))
y(m1, m2) = (y1(m1),v2(m2))

Tdestus.
Naitame, et a(ll, /2) C (ml, m2) = (/1, /2) C ’y(ml, H’72). []




Galois' tihenduste konstrueerimine
Vaide

Kui (L, 7y, M) on Galois* iihendus ning S mingi hulk siis on
Galois* iihendus ka:

(S—Ld,+,S— M)
taielike funktsioonide ruumide vahel véttes:

d(fy=aof
Y(g)=nog

Toestus.

Niitame, et o’ ja 7/ on monotoonsed ning, et v'(o/(f)) 3 f ja
o(vy(g))Ce




Galois' tihenduste konstrueerimine

Vaide
Olgu (L1, 01,71, M1) ja (L2, a2,v2, Ma) Galois’ iihendused. Sellisel

Jjuhul saame konstrueerida Galois* iihenduse monotoonsete
funktsioonide ruumide vahel:

(Ly — Lo, a,y, My — Mb)
valides:

a(f)=azofom
v(g) =1ocgom

Toestus.

N&itame, et « ja v on monotoonsed ning, et y(a(f)) I f ja
a(v(g)) E & O




Pisipunkti iilekanne

Itereeritavus

Me iitleme, et funktsioon f : L — L on itereeritav, kui iga
ordinaalarvu o € O korral f° on defineeritud.

Iteratsiooni defineerime kui fO = 1, fo+1 = £(£?) ning
fA =[5 f juhul kui A on piir ordinaal.

Teoreem (Kleene'i piisipunkti |dhend)

Olgu (L, a,y, M) Galois’ iihendus, f : L — L ningg : M — M
monotoonsed ning seega itereeritavad funktsioonid. Kui o rahuldab
tingimust, et V1 € L kui | C (/) siis leidub I' T | nii, et

a(f() C g(a(l')). Sellisel juhul a(lfp(f)) C Ifp(g).




Pisipunkti iilekanne

o) C g°.

Baas: o(f%) = a(L) = L = g°

Samm: Eeldame, et o(f%) C g°. Kuna 0 C f(f°) saame eeldust
kasutades, et leidub /' T f9 nii, et a(fo+1) C g(a(/)). Ténu g
ning o monotoonsusele saame, et g(a(/)) C g(a(f?)). Edasi
arvutame:

a(f) C g(a(l) T g(e(f°)) C g(g’) = g™

Transfiniitne samm: Olgu A on suvaline piir ordinaal. Eeldame, et
V6 < X korral a(f%) C g°. Arvutame:

o) = o] )=o) E | &’ =&

O<A o< 6<A




Pisipunkti iilekanne

a(lfp(f)) T Ifp(g).

Kleene'i piisipunkti teoreemist saame, et leiduvad ordinaalarvud €
ning € nii, et Ifp(f) = f€ ja Ifp(g) = g¢. Niiiid saame:

a(Ifo(F)) = a(F7) = a(Fm4) C gl = ifo(g)




Pisipunkti iilekanne

Teoreem (Kleene'i piisipunkti iilekanne)
Olgu (L, a,y, M) Galois’ iihendus, f : L — L jag: M — M
monotoonsed funktsioonid. Kui o f = g o « siis:

o iga ordinaalarvu 6 € Q korral a(f%) = g°;

o a(lfp(f)) = Ifp(g):

@ funktsiooni g iteratsiooni jark on vaiksem, kui f iteratsiooni
jark.




Pisipunkti iilekanne

a(f) = g°.
Baas: a(f°%) = a(L) = L = g°
Samm: Eeldame, et a(f°) = g°. Edasi arvutame:

a(fr) = a(f(f°)) = g(a(f’)) = g(g’) = &1

Transfiniitne samm: Olgu A piir ordinaal. Eeldame, et iga § < A
korral a(f%) = g?. Jallegi jaab iile ainult arvutada:

o) =aof | ) =[]af) =&’ =g

o< O<A o<




Pisipunkti iilekanne

a(lfp(f)) = Ifp(g).
Olgu € ja € vastavalt funktsioonide f ja g iteratsiooni jargud ehk

vihimad sellised ordinaalarvud, et Ifp(f) = f€ ja Ifp(g) = g¢.
Saame, et

a(Ifo()) = a(F) = a(fm 1Y) = gmle) = g = ip(g)

g iteratsiooni jark on vaiksem.
Paneme tihele, et

g(g%) = g(a(f9)) = a(f(f)) = o(f) = &°

Seega € < e.




Pisipunkti iilekanne

Lemma
Olgu (L, o, v, M) Galois" iihendus jaf : L — Ljag: M — M
monotoonsed funktsioonid mille korral:

aofoyLC g
Siis kéikide m € M jaoks:
g(m) E m = f(y(m)) & ~(m)

ning veelgi enam Ifp(f) C v(Ifp(g)) ja a(lfp(f)) C Ifp(g).




Pisipunkti iilekanne

Toestus.

Olgu g(m) C m. Eeldusest o f oy C g saame, et
a(f(y(m))) C m. Kuna tegemist on adjunktsiooniga saame

vajamineva f(y(m)) C ~v(m).
Teise osa tdestamiseks paneme tahele, et
{~(m) | g(m) © m} < {1 |£()C 1}
millest saame omakorda, et
1(Ifo(g)) = ([ |Red(g)) = |‘|{m|gm C m})
=[1{v(m ) C m}
[ {7 1F() C 1} =] | Red(f) = Ifp(F)




Pisipunkti iilekanne

Teoreem (Tarski pisipunkti iilekanne)

Vittes eelmise lemma eeldustele lisaks, et iga | € L korral, kui
f(I) C I siis 3m € M nii, et | = ~v(m) ja g(m) C m siis:

Ifo(f) = v(Ifp(g)) Jja a(lfp(f)) = Ifp(g)

Tdestus.
Otsene jareldus eelmise lemma tdestusest.




Hoare
logics

weakest
precondition
semantics

denotational
semantics

relational
semantics

trace
semantics

s

pH

Cousot' hierarhia

-
7-+
Tt
T __, abstraction
| | | | | equivalence
angelic  natural demoniac ___restriction

deterministic infinite



Cousot’ hierarhia
Vaatame paari abstraktsioonifunktsiooni:

op T — 7

a(X)={{a,2) |(a...,2) € X}
U{(aL) |(a,b,...) e X}

ozd:Too—>Th

ad(R) = Xa. {x|(a,x) € R}
ap: T — 1T

an(R) = {(a,x) € R |x £ 1}
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